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Bemerkungen zur Theorie der beschränkten Bilinear- 
formen mit unendlich vielen Veränderlichen. 


Von Herrn J. Schur in Berlin. 





In der vorliegenden Arbeit will ich eine Reihe von Einzelfragen 
behandeln, die sich auf die von Herrn Hilbert*) begründete Theorie der 
beschränkten Bilinearformen beziehen. 

Nach Zusammenstellung einiger der bis jetzt bekannten Resultate 
($ 1) leite ich in $$ 2 und 3 mehrere neue (hinreichende) Kriterien für 
die Beschränktheit einer vorgelegten Bilineariorm ab. Die Kriterien 
des $ 2 beziehen sich vornehmlich auf absolut beschränkte, die des $ 3 
auf nicht absolut beschränkte Bilinearformen. Den Inhalt des $ 4 bildet 
der Beweis eines elementaren Satzes über definite Hermitesche Formen 
und eines analogen Satzes über definite Hermitesche Kerne. In $5 teile 
ich einen neuen einfachen Beweis für die Beschränktheit der zuerst von 
Herrn Hubert eingeführten Bilinearformen 

_ yp % _yp IY 

u re Are 
mit und betrachte einige mit ihnen nahe verwandte Formen. In $ 6 gebe 
ich ein sehr einfaches Beispiel für eine reelle quadratische Form an, die 
beschränkt, aber nicht absolut beschränkt ist. Als Anwendung ergibt sich 





*) „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“, 
Vierte Mitteilung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. 1906, 
S. 157—227. — Vgl. auch E. Hellinger, „Neue Begründung der Theorie quadratischer 
Formen von unendlichvielen Veränderlichen“, dieses Journal, Bd. 136 (1909), 
S. 210—271, und E. Hellinger und O. Toeplitz, „Grundlagen für eine Theorie der 
unendlichen Matrizen“, Math. Annalen, Bd. 69, S. 289—330. 
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“ein durchaus elementarer Beweis für die in den neueren Untersuchungen 
über Fouriersche Reihen mehrfach benutzte Tatsache, daß der Ausdruck 


int sin2t innt 
T +7 +++ 5 
für alle n und alle reellen £ unterhalb einer festen Schranke liegt. 

Im Schlußparagraphen leite ich mit Hilfe einer Integralformel eine 
allgemeine Klasse von beschränkten Bilinearformen mit reellen, nicht nega- 
tiven Koeffizienten ab, in der die vorhin erwähnte Form $ als ganz spe- 
zieller Fall enthalten ist. Ich erhalte zugleich ein System von unendlich 
vielen beschränkten Bilinearformen, die dadurch bemerkenswert sind, daß 
sich ihre oberen Grenzen genau angeben lassen. Insbesondere ergibt sich, 
daß die obere Grenze der Form S genau gleich ist. 

Ich bediene mich im folgenden der Bezeichungen, die E. Hellinger 
und O. Toeplitz in ıhrer oben zitierten Arbeit eingeführt haben. 


8 1. 


Es sollen hier einige bekannte Definitionen und Resultate zusammen- 
gestellt werden, von denen in der Folge Gebrauch gemacht wird *). 
Die Bilinearform 


(1.) A=A(t, ME mh); 


deren Koeffizienten a,, reelle oder komplexe Zahlen sein können, wird als 
beschränkt bezeichnet, wenn sich eine positive Zahl M angeben läßt, so 
daß für alle n und für alle reellen oder komplexen Zahlen z,,...%,; 
Yı» ++:Yn, die den Bedingungen 


(2.) + +1, yRteo Hy, t<l 
genügen, der absolute Betrag des „n-ten Abschnittes‘‘ 

| Au= Aa, y)= LE amErY, 
von A nicht größer als M, also 


(3.) 2 04%%| SM 
ı9,g9=1 


*) Vgl. insbesondere die Arbeit von E. Hellinger und O. Toepktz. 
**) Solange über die Konvergenz dieser Doppelreihe nichts bekannt ist, soll 
das Summenzeichen nur zur Zusammenfassung des Koeffizientensystems (a,,) dienen. 
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wird. Oder anders ausgedrückt: Ist «, das Maximum des absoluten Be- 
trages von |A„(x,y)| unter den Nebenbedingungen (2.), so soll die obere 
Grenze « der Zahlen u,, ,,... endlich sein. 

Die Zahl u, läßt sich folgendermaßen berechnen: Man bezeichne 
allgemein die zu einer Zahl u konjugiert komplexe Größe mit % und setze 
El Put PR PP ad 790, Pen udn et FAT AR 
Dann ist «, gleich der Quadratwurzel aus der größten unter den (sämtlich 

reellen, nicht negativen) Wurzeln der Gleichung 


| hu, he; oc An 
| in; ha—x, ... Non —(. 
| An; Ing; ".. Man—% 


Zugleich ist u, das Maximum der definiten Hermiteschen Form 


n n 
- 2 
„2 No %o %,= S Ad t lglot + An, 
‚q= y 


unter der Nebenbedingung 
(4.) at’ ++’ <i. 


Hieraus folgt leicht: Ist «,=a,; 
dann und nur dann beschränkt, wenn die Hermitesche Form 


so ist die Bilinearform A (x, y) 


beschränkt ist, d. h. wenn sich eine Zahl M angeben läßt, so daß für 
alle n und für alle Werte z,,2,...%,, die der Bedingung (4.) genügen, 


4,(2,2) = 55 G,,%,% <M 
wird. en 
Ist A beschränkt, so konvergiert die Reihe (1.) im Sinne der Kon- 
vergenz der Doppelreihen, sowie auch bei zeien- und kolonnenweiser Sum- 
mation für alle Wertsysteme x,, y,, für welche die Reihen 
= ’+a tr, Yet ’t- 
konvergent sind. Außerdem ist für jede Zahl M, die den Bedingungen (3.) 


genügt, auch 
(5.) EZ 04%Y4,|<M, 


2,g=1 


sobald X<<1, Y<{1 wird, und daher für beliebige Werte von X und Y 
=; Ay SMYXT<Z (4 Y). 


pP, g=1 


1? 
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Umgekehrt folgen aus der Ungleichung (5.) auch die Ungleichungen 
(3.). Jede Zahl M, die diese Eigenschaft besitzt, heißt eine obere Schranke 
der Form 4; die kleinste unter diesen Zahlen nennt man die obere Grenze 
von A. Man kann diese Zahl auch als die obere Grenze der früher be- 
trachteten Zahlen u,, u,,... definieren. 

Die Konvergenz der Doppelreihe (1.) für alle Wertsysteme x,,y,, für 
welche die Reihen X, Y konvergent sind, ist nicht nur eine notwendige, sondern 
auch hinreichende Bedingung für die Beschränktheit der Form A. Dasselbe 
gilt für die Reihen 


) I) \ ee) {ee} 
aaa) ben 22) 
Für jede obere Schranke M von A wird 
(6.) zZ |?<M, 3 |0,?<M*. 


r=1 r=1 


Eine notwendige Bedingung für die Beschränktheit der Form A vst 

daher, daß die Reihen 
an tlanft, lauftlantte mein 

konvergieren und daß ihre Summen unterhalb einer endlichen Grenze liegen. 
Eine hinreichende Bedingung ist die Konvergenz der Doppelreihe B3 la,” 

Sind ii 

A= 3 4,04, B= 3 b,%Y, 
p,g=1 p,9=1 

zwei nicht notwendig beschränkte Bilinearformen, für welche die Reihen 


ET Benin 
konvergent sind, so konvergieren auch die Reihen 

Im E Gybi- 
Die mit Hilfe dieser Zahlen gebildete Bilinearform 

F= 2 ImzoYı 


heißt dann die aus A und B durch Komposition oder Faltung hervor- 
gehende Form und wird mit AB bezeichnet. Sind insbesondere A und B 


*) Während die anderen hier angeführten Resultate sich schon in der Helbert- 
schen Arbeit finden, ist dieser Satz erst von E. Hellinger und O. Toeplitz (a. a. 0. 
$ 10) ausgesprochen und bewiesen worden. 
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beschränkte Formen, so besitzt auch F diese Eigenschaft. Die obere 
Grenze von F= AB ist höchstens gleich dem Produkt der oberen Grenzen der 
Formen A und B. 

Sind insbesondere für die Form A die Reiben &|a,,” sämtlich kon- 


vergent, so konvergieren auch die Reihen 


+) 
ln = Urn Ayg: (m.9=1,2,..) 
Die Hermitesche Form 
a 
(7.) = 5 Cpg %p %,; 


?,9=1 


die durch Faltung der beiden Formen 


Do _ on 
[4 De, 
A = 2 2 Y> A= 2 42% 


entsteht, nenne ich die Norm N(A) von A*). Von einer Bilinearform A, 
für welche die Reihen $|a,,” konvergieren, sage ich auch, A ser eine 
Form, deren Norm existiert. Jede beschränkte Form besitzt diese Eigen- 


schaft. Für jedes Wertsystem z,,2,,... mit konvergenter Summe x,” 
p 


ist dann auch die Reihe (7.) konvergent, und es wird zugleich 
C=N(4)=3 La 


Von besonderer Wichtigkeit für das Folgende ist der (übrigens 
sehr leicht zu beweisende) Satz (vgl. E. Hellinger und O. Toeplitz, a. a. O., 
S. 304): 

Hilfssatz I. Die Bilinearform A ist dann und nur dann beschränkt, 
wenn die Norm von A existiert und beschränkt ist. Die obere Grenze von 
N(A) ıst genau gleich dem Quadrat der oberen Grenze von A. 

Da jeder Abschnitt der Form N(A) eine nicht negativ definite 
Hermitesche Form (in endlich vielen Variabeln) ist, so erkennt man leicht 
auch die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Hilfssatz II. Sind A,B,... endlich viele Bilinearformen, deren 
Normen existieren, und ist die Hermitesche Form 


H=N(A)+N(B)+--. 





*, Hat man, was vielfach der Fall ist, neben der Norm von A noch die 
Norm von A’ zu betrachten, so kann man passend N(A) als die Zeilennorm und 
N(4A') als die Kolonnennorm von A bezeichnen. 
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beschränkt, so ist auch jede der Formen A,B,... beschränkt. Ist n die obere 
Grenze von H, so ist die obere Grenze jeder der Formen 4A, B,... höchstens 
gleich Vn. | 

Es sei noch bemerkt, daß, wenn die Koeffizienten a,, der be- 
schränkten Form A reell sind, auch die Variabeln x,,y, als reell ange- | 
nommen werden dürfen, ohne daß sich hierbei der Wert der oberen Grenze 
von A ändert. An Stelle der Hermiteschen Form N(A)=C(z,x) kann 
dann die quadratische Form C(x,x) gesetzt werden. 

8 2. 

Die Bilinearform 

A= z pg Ip Ye 
p,g9=1 

ist jedenfalls beschränkt, wenn die Form 


& 
& 0|%% 
r,g=1 


beschränkt ist. In diesem Fall sagt man, A sei absolut beschränkt. 
Ich will nun beweisen: 
I. Sind in einer Bilinearform A die Reihen 


[+] © 
Zu ALTE k,= Z iA 


sämtlich konvergent und unterhalb einer endlichen Schranke gelegen, so ıst A 
absolut beschränkt. Ist 2,<{, k,<z, so ist die obere Grenze von A höch- 


stens gleich VCx. 

Da hier nur die absoluten Beträge der Zahlen «a,, eine Rolle spielen, 
so können wir annehmen, daß alle «a,, reell und nicht negativ sind. Aus 
der Konvergenz der Reihen %k, folgt insbesondere, daß auch die Reihen 
2 a,, konvergieren; wir können daher die Norm 


C=N(A)= 029% 


bilden. Nun wird hier 


& 
„= z pp Uyg und 


ee) & ee) & +) 
= 2 0 = Im Zn 2 Up 2,<; 20,6. 


g=1l g=1 r=1 
Ist nun », das Maximum von 


n 
C= 23 0,3%, 
r»,9=1 
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unter der Nebenbedingung (4.) des $ 1, so wird w, gleich der größten 
Wurzel der Gleichung 


‚1%, 0» Can | 
‚Ca; (g%, Con u 
| . . . . . . . * ° . “ . . . 
Cz1 ’ C„2 . ... Con T 
Daher lassen sich »n reelle Zahlen $,, &,, ..., &, bestimmen, die nicht sämtlich 


Null sind und den Gleichungen 


0,5,= Ein , (p=1,2,...n) 


genügen. Ist &,' insbesondere die größte unter den Zahlen 5, , &,... $ 
so wird *) 


also w„<{z. Folglich ist N(A) beschränkt und die obere Grenze von 
N(4A) höchstens gleich (x. Hieraus folgt aber auf Grund des Hilfssatzes I 
der zu beweisende Satz. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daß die Form A nicht be- 
schränkt zu sein braucht, wenn sie nur die Eigenschaft besitzt, daß die Reihen 


© ) 
1+ | 1+ 
2 Apr ,; P} Ka | 
r=1 r=1 


für jedes positive o konvergent sind und unterhalb einer (von o abhängigen ) 
Grenze liegen. Dies erkennt man an dem Beispiel 








® log ploggq 
A= 
Da p+q "9 
Die erwähnte Bedingung ist hier, wie man leicht schließt, erfüllt. Setzt 
man aber 
0, z,= j >29 
== = nen > 
BE Typ logp’ u 
so sind die Reihen jr. &y, konvergent, dagegen wird die Doppelreihe 
p p 
5 1 
0-2 Y/pq(p+q) 


divergent. Die Form A ist also nicht beschränkt. 
Die Gesamtheit A der Bilinearformen, die den Bedingungen des 
Satzes I besitzt offenbar die Eigenschaft, daß die aus zwei Formen 


r) Vgl. G. Frobenius, „Über Matrizen aus positiven Elementen, II.“, Sitzungs- 
berichte der K. Preuß. Akademie, Berlin, 1909, S. 514—518. 
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von A durch Faltung hervorgehende Form wieder in X enthalten ist. Man 
kann daher X als eine Untergruppe in der Gruppe ® aller beschränkten 
Formen bezeichnen. 

Aus dem Satz I ergibt sich leicht: 


II. Sind 
(u), (U) (,9=1,2,...) 
zwei Koeffizientensysteme, für welche die Reihen 


4 u 2 
u, 2 url; u, Sg: = %un| s 
& # (p,q=1,2,...) 
2 , 2 
»-2 [Opr| een z [Ong| . 
konvergent und sämtlich unterhalb einer endlichen Schranke gelegen sind, so 
ist die Bulinearform 
& 
4 = 2, Upg Ypg Ep Ya 
absolut beschränkt. Ist insbesondere 


w<u, W<u, ,<p, u<o, 
so wird die obere Schranke von A höchstens gleich Vuv. 
Auf Grund der bekannten Ungleichung 
ta + <QTent+ m t+ My? + yet] 
erhält man nämlich 


& | Ur Ypr| < Vz Ur z 9, < Yuv 





und ebenso 


u] < Vw. 


Daher genügt A den Bedingungen des Satzes I, wobei &=x2=Yuv, also 
auch Yöx=Yuv wird. 
Insbesondere ergibt sich auf Grund der Ungleichungen (6.) des $ 1: 
III. Sind 


be) & 

A= EZ aulYı B= Z 545%, i 
2,9=1 p,9=1 

zwei beschränkte Bilinearformen, so ist die Form 

® 3 

= E00 F 


p,g9=1 


absolut beschränkt. Die obere Grenze von P ıst, wenn « und ß die oberen 
Grenzen von A und B bedeuten, höchstens gleich «aß. 





FE ET RE Zro 0 
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Es ist noch zu bemerken, daß der erste Teil unseres Satzes als 
trivial erscheint, wenn eine der Formen A oder B absolut beschränkt ist. 
Denn ist z. Be A absolut beschränkt und ist b die obere Grenze der 
Zahlen |b,|, so ergibt sich für alle Wertsysteme z,,...2,, Yı>-+-Yn, die 
den aan (2.) des $ 1 genügen, 
=; RR RE <b 2 29 <be’, 


= =) 
wenn «’ die obere Grenze der Form &a,,|x,y, bedeutet. Die in unserem 
Satz gegebene Abschätzung der oberen Grenze von P kann aber unter 
Umständen auch in diesem Fall dem wahren Wert näher kommen als die 
sich auf dem zweiten Wege ergebende. Ist z. B. 
A=B=2x,Y + &Y + %yı — 20, Yo; 
so wird e=ß=V5, b=2, @’=3; hier ist also «ß < be‘. 


Insbesondere ergibt sich, daß, wenn A= 3a, z,y, eine beschränkte 
P,q 


Bilinearform mit der oberen Grenze « ist, für jedes v >1 
4”= x Qpg %pYı 
p,ga=1 
eine absolut beschränkte Form wird, deren obere Grenze höchstens gleich 


e’ ist. Ist ferner @, die obere Grenze von A® und a > ia so wird 


—: pq ? 
für v>2 die obere Grenze von A? höchstens gleich a’ —*o,. Sind daher 
C1,Cg,... beliebige Zahlen, für welche die Reihe 

GAa+Llza’+ +.» 
absolut konvergiert, so wird, wenn A der n-te Abschnitt der Form A" ist, 
AP+BAP+.. </ole+tg( + at +-.). 
Hieraus folgt: 


IV. Ist 
A= 5 Ay Y, 
n,g=1 
eine beschränkte Bilinearform, in der |a„ <a ist, und bedeutet 


Me) tg0+ 
eine beliebige Potenzreihe, die für = a absolut konvergiert, so ist auch die Form 





a) 
beschränkt. 
Z. B. sind zugleich mit A jr. die een 
Fr Rn To, Yo; 
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beschränkt, sobald nur der absolute Betrag von &£ größer ist als die obere 
Grenze der Zahlen |a,,|. 

Der Satz IV läßt sich in naheliegender Weise verallgemeinern, in- 
dem man an Stelle einer beschränkten Bilinearform A ein System von 
endlich vielen beschränkten Formen A, B,(,... betrachtet. 


8 3. 

Ähnlich wie bei einer analogen Betrachtung in der Theorie der 
unendlichen Reihen kann man sich die Aufgabe stellen, diejenigen Koeffi- 
zientensysteme 

Upg (p,q=1,2,...) 
zu studieren, welche die Eigenschaft besitzen, daß für jede beschränkte 


Bilinearform = Q,,%Y, auch die Form dp U%,Y, beschränkt ist. Eın 


solches System u,, will ich im folgenden als ein Multiplikatorensystem für 
beschränkte Balinearformen bezeichnen. 
Sind «,, und v,, zwei Multiplikatorensysteme, so besitzen offenbar 


auch die Systeme | 
ur DV.» Upg Opa 
dieselbe Eigenschaft; hierbei können a und b zwei beliebige reelle oder 
komplexe Zahlen bedeuten. Ferner bilden zugleich mit den Zahlen «,, 
auch die Zahlen «,, ein Multiplikatorensystem. 

Das einfachste Multiplikatorensystem «,, erhält man, indem man, 


wenn 
(dj, Ag, ..+5 Dil. 


beliebige Größen sind, deren absolute Beträge unterhalb einer endlichen 
Schranke liegen, u,=a,b, setzt. Aus dem Satz III folgt ferner, daß die 
Koeffizienten «,, einer beliebigen beschränkten Bilinearform ein Multiplı- 
katorensystem bilden. Allgemeiner genügt es, daß die Reihen 


1) oo 
zZ |u.”, z|w|” (0,4=1,2,...) 


rl r=1 


konvergent und sämtlich unterhalb einer endlichen Schranke gelegen sind 
(vgl. Satz II). 

Auf Grund des auf S. 4 angeführten Satzes von E. Hellinger und 
O. Toeplitz erhält man ferner ein Multiplikatorensystem für beschränkte 
Bilinearformen, indem man ein System w,, betrachtet, welches die Eigen- 
schaft besitzt, daß für jede konvergente Doppelreihe nn @,, auch die Doppel- 
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pa pa 


reihe 4 @,,%,, konvergiert. Diese Bedingung ist z. B., wie @. H. Hardy*) 
‚7 
gezeigt hat, erfüllt, wenn die Zahlen 


Se > je ze sie I 
Upg> Upg U,+1,g> Uyg ?,9+1° ung U,r1,g U,,a+1 7 Up+1,g+1 


reell und nicht negativ sind und 


U 


lım «,, =limu,, =0 
) g9=n p=% 
1st. 
Ich möchte hier aber auf zwei ganz andere Klassen von Multipli- 
katorensystemen aufmerksam machen, die für die Anwendungen von größerer 
Bedeutung zu sein scheinen. 


Ist h,= h 


m; 80 bezeichnet man die (formal gebildete) Hermitesche 


Form 


% — 
H= 3 hu%%, 


r,g=1 
als (nichtnegativ) definit, wenn für jedes n und jedes Wertsystem z,,23,...%, 


H,= Z hut, > 
65 

wird. Es genügt hierzu bekanntlich, daß die (sämtlich reellen) Haupt- 
unterdeterminanten der Matrix 

hyıs hızs +». Aın 

Ds i Ba 65 « A 

FW 
nicht negative Werte haben. Läßt sich insbesondere eine positive Zahl u 
angeben, so daß für alle n 

H, >ula’+ta’t+ +) 

wird, so nennt man H positiv definit. Im einer definiten Hermiteschen 
Form ist die obere Grenze Ah der (nichtnegativen) Zahlen h,,.Ag,... zu- 
gleich auch die obere Grenze der absoluten Beträge aller Zahlen A. 

Es gilt nun der Satz: 

V. Die Koeffizienten h,, jeder definiten Hermiteschen Form, für 
welche die obere Grenze h der Zahlen h,ı;Ass,... endlich ist, bilden ein 
Multiplikatorensystem für beschränkte Buinearformen. Ist die obere Grenze 
der beschränkten Bilinearform 


*) Proceedings of the London Mathematical Society, Serie 2, Bd. 1 (1903), 
S. 124—128, und Bd. 2 (1904), S. 190—191. 
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A= 5 U,,%pY, 


p,g=1 
gleich a, so ist die obere Grenze der Bilinearform 


B= Zah %,Y, 


. nom pa pa 
höchstens gleich ch. 


Man bestimme nämlich, was bekanntlich stets möglich ist, n Linear- 
formen 


2,= zZ bar T, (p=1,2,...n) 
so, dab 
n — n 2 
H,= 3 hal %, = 23 2,2, 
2,9=1 r=1 


wird. Dann erhält man 
Setzt man nun 


so wird | 
B,(2,,%,) = BRAUT == zZ Gallery %pYı - 
Dies läßt sich in der Form 
Bu(25,9,)= 2 4, (Ip by) 
schreiben. Nun ist aber, wenn «& die obere Grenze von A ist, 


Anl, Try) < U TER, 


<7 al tr 





Daher wird 
B,(2,,y)| <> ja l »(\® + N) 


2 (a4 Hr). 


Für alle Wertsysteme x,, Y,; ü = Bedingungen (2.) des $ 1 genügen, 
ist also in der Tat, wie zu beweisen ist, 
B.(@,,4,)| < eh. 
Eine andere Klasse von Multiplikatorensystemen, die aber mit den 
eben betrachteten eng verwandt sind, liefert der folgende Satz: 
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VI. Es seien 


r,(t); 9, (k) $=1,2,...) 
beliebige reelle oder komplexe Funktionen der reellen Variabeln t, und es mögen 


die absoluten Beträge der Produkte von je zweien dieser Funktionen im In- 
tervall a<t<<b integrabel sein*). Lassen sich dann zwei Zahlen u und v 


angeben, so daß 
b b 
S Ind < u, f Ip ’dt<v (p=1,2,...) 


wırd, so bilden die Zahlen 
b 
a P,9=1,2,...) 


eın Multiplikatorensystem für beschränkte Bilinearformen. Ist 


be) 
A= 5 a,%Y, 
»,g=1 
eine beschränkte Bilinearform mit der oberen Grenze a. so ist die obere 


Grenze der Bilinearform 
D= 2 Apg’pg Ep Ya 
1 2, g=1 
höchstens gleich 5 (ut) gt? 
Für den n-ten Abschnitt B, der Form B erhält man nämlich, wenn 


Z|2,<1, Z|y,|'<1 ist, ähnlich wie vorhin 
pr=1 Se vr=1 ve 


gr:.i | 
‚B,|= S (2, GI Y,) At 


'a 


| m | 
</ „2 tl %pY, | 4 


a 3 ; 
Sn 5 = ( "+ ‚9pY» *)dt 
ut») 
nn I ® 
Aus dem Satz VI folgt z. B., daß die Zahlen 
. 1 j 
Yp+b, 
ein Multiplikatorensystem für beschränkte Bilinearformen bilden, wenn nur 
die reellen Bestandteile aller Größen a,, b, positiv sind und eine positive 


*) Es kann sich hierbei auch um uneigentliche Integrale handeln. 
**) Genauer kann gezeigt werden, daß <a Yur ist. 





(v,g=1,2,...) 
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untere Grenze besitzen. Denn setzt man 

hit)=e*', „,t)=e, a=0, b=w, 
so sind unter den über die Zahlen a,, b, gemachten Voraussetzungen die 
Bedingungen unseres Satzes erfüllt; es wird aber dann 


1 
a En u 


g 4. 


In enger Beziehung zu dem Satze V steht folgender Satz, der trotz 
seiner Einfachheit nicht bekannt zu sein scheint: 
VII. Sind 


n n a ge Pr 
A = — pa? 7 B . D,, %p % (Q,, — Am: Dy —=d) 





zwei (nichtnegativ) definite Hermitesche Formen, so besitzt auch die Form 


C= zZ ahsH 


u 1 Ba Da | 
?,9=1 


dieselbe Eigenschaft. Bezeichnet man mit a und « die größte und die 
kleinste charakteristische Wurzel der Form A, ferner mit b und b’ die größte 
und die kleinsie unter den Zahlen b;1; Bas; --.; Dun, so biegt jede charak- 
teristische Wurzel der Form Ü zwischen «’b’ und ab. 


Man bestimme nämlich wie beim Beweise des Satzes V n? Zahlen 
l,, so, daß 


pq 


= E hl 
wird. Dann wird 


Ü= z Allı 4, la X, [,n &n) , 
v1 
Dies zeigt schon, daß € nichtnegativ definit ist. Ferner ist bekanntlich stets 
PaB> u? < Alu, U; ...,) <a |w|”. 
p=1 er er: 


Daher ergibt sich 
O<e> 1,2,"=«@2 Kt er ab E |2,|*. 
1 p=1 ei 


1,p= 
Ebenso erhält man 
C>ad Es |n,®. 
ur “lt 
Hieraus folgt aber die Richtigkeit des zweiten Teils unseres Satzes. 





» 
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Ist insbesondere A eine positive Hermitesche Form, d.h. «>0, 
so erkennt man, daß auch C diese Eigenschaft besitzt, es sei denn, daß 
b’=0 wird. Dies trıtt aber nur dann ein, wenn B eine der n Variabeln 
überhaupt nicht enthält, d.h. wenn in dem Koeffizientenschema von B 
eine Zeile und die zugehörige Kolonne lauter Nullen enthalten. 

Ich will noch eine Anwendung des Satzes VII angeben. 

Man bezeichne nach dem Vorgange von Hübert*) eine füra <s<£b, 
a<t<<b definierte, reelle oder komplexe stetige Funktion K (s,t) der reellen 
Variabeln s und & als einen nichtnegativ definiten Hermiteschen Kern, 
wenn Ä(s,t) und K(t,s) konjugiert komplexe Größen sind und das Doppel- 
integral 


I (x) - [S Kist)a(s)at)dsdı 


einen nichtnegativen Wert erhält, wie auch die stetige Funktion x (s) ge- 
wählt wird**). — Man beweist ohne Mühe, wie W. H. Young***) gezeigt 
hat, daß der Kern K(s,t) stets und nur dann nichtnegativ definit wird, 
wenn für jedes n und jedes System von n Zahlen , <s,<+.-<s, des 
Intervalls a <s<Zb die Hermitesche Form 


H= 3 K(s,,3)%%, 


p,g=1 
nichtnegativ definit ist. Auf Grund dieses Kriteriums ergibt sich aus dem 
Satz VII unmittelbar der Satz: 
VII* Sind K(s,t) und L(s,t) zwei nichtnegativ definite (stetige) 
Hermitesche Kerne, so besitzt das Produkt K(s,t) L(s,t) dieselbe Eigen- 
schaft. 


*, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
Erste Mitteilung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. 1904, S. 79. 
**) Hilbert betrachtet a. a. O. nur positiv definite Kerne, d. h. solche, für die 
das Integral /(x) positiv und nur dann Null wird, wenn z(s)=0 ist. 
**) „A note on a class of symmetric functions and on a theorem required in 
the theory of integral equations“, Messenger of Mathematies, Vol. XL (1910), 
S. 37—43. — Young beschränkt sich auf die Betrachtung reeller symmetrischer Kerne, 
doch läßt sich sein Beweis unmittelbar auch auf Hermitesche Kerne übertragen. Die 
Voraussetzung, daß K(s,t) eine stetige Funktion sein soll, scheint von wesentlicher 
Bedeutung zu sein. Es genügt ferner keineswegs zu wissen, daß die Formen H positiv 
sind, um behaupten zu können, daß K(s,t) ein positiv definiter Kern ist. 
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$ 5. 
Mit Hilfe der Integralformel 


1 2 
26 a auf t[&(x,sinpt —y,cospt)]dt, 





in der für p=g das Zeichen 





durch die Null zu ersetzen ist, hat 


Hulbert*) bewiesen, daß die beiden Bilinearformen 


A= 3 u, g= 5 
ipt+g 


beschränkt sind. Als obere Schranken für A und $ ergeben sich hierbei 
die Zahlen 4n und 2n. 

Ich will nun zeigen, daß man die Beschränktheit der Formen A und S 
sehr einfach aus dem Hilfssatz II des $ 1 folgern kann. Man setze nämlich 

















 » _I% 
> uprg-i 
und 
N(4)=4’A= 4 79%, N (8) = = PART? 
p,9= P,q 
Dann en 
@ 1 ze 1 u | 
CH td, = z Fr + (p+s—1% a G_m "22 “Tue 3 (r£P) 
und für p+gq 
1 5 1 
Are ei S@+s-Da+s-]) 
: 7 ; ‘ rtp,r+9 
-— P—r)a—-n ae, Zar) 
Dies ist aber, wie man leicht erkennt, gleich ag Also ergibt sich 


nm’ 2 
(1.) N(4)+ N(8,)= Bart Eu p% 


Die erste rechts auftretende Form ist gewiß beschränkt, und zwar ist ihre 
2 


obere Grenze gleich 3 Die zweite Form genügt aber den Bedingungen 


des Satzes I, und da hier die Reihen 





*) Vgl. H. Weyl, „Singuläre Integralgleichungen mit besonderer Berück- ' 
sichtigung des Fourierschen Integraltheorems“, Inaugural-Dissertation, Göttingen 1908, ) 
S.83. — Einen elementaren Beweis für die Beschränktheit der Form S hat F. Wiener, 

Math. Annalen, Bd. 68 (1910), S. 361—366, angegeben. Die Formen A und $ sind, 
wie O. Toeplitz, „Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Veränder- 
lichen“ (Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl., 1910), gezeigt hat, in 
einer allgemeinen Klasse von beschränkten Bilinearformen als spezielle Fälle enthalten. 
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=... 2 
R (r „® 
ö Zen 2, ı (gs) bee 2 
kleiner sind als 4 Ss m so ist ihre obere Grenze höchstens gleich a a. 
p=1 « 


Daher ist die obere Grenze von (1.) höchstens gleich 7 , ER ae =n’. Die 
oberen Grenzen von A und S,, und folglich auch von 8, "ind ir höchstens 





gleich nı. 
Allgemeiner setze man, wenn 4 eine beliebige reelle Zahl ist, 
3" N 
A » Yq ' om SE « 
’ rer . ar 1+4 


hierbei sind für ein ganzzahliges A diejenigen Glieder, deren Nenner 0 
sind, nicht mitzuschreiben. Man erhält dann leicht für ein ganzzahliges A 
N (4,)+N(8,) = N(4,)+ N (8,) 

und für ein nicht ganzzahliges 4 
+% 1 nt? oe 0 
N(4,)+N(8)) = ‚SZ (r+M (r+i% ; > > :g sinn Sr 
Daher sind die Formen A, und S, für jedes A beschränkt; ihre oberen 
Grenzen sind für ein ganzzahliges ) höchstens gleich n und für ein nicht 
7T 
'sinAre| " 


Um eine Anwendung des Satzes V zu geben, will ich zeigen, daß 





ganzzahliges A höchstens gleich 


die Bilinearform 


die für #«=1 in die vorhin betrachtete Form A übergeht, auch für jedes 
positive w>1 beschränkt ist, und daß ihre obere Grenze höchstens gleich 5 


wird. — Es genügt hierzu, zu beweisen, daß die quadratische (reelle 
Hermitesche) Form 





(2.) BR mr 11 7 
in der für 2=g der in der Form n erscheinende Koeffizient gleich r zu 


setzen ist, nichtnegativ definit ist. 
Dies ergibt sich folgendermaßen. Sind “,,%,... beliebige kom- 
plexe Zahlen mit ae reellen Bestandteilen, so folgt aus der Formel 


Pan fi ent upt dt, 


Up ; % 0 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 3 
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daß die Hermitesche Form 
Ip %q 

p,q=1 Up + % 
nichtnegativ definit ist*).. Sind daher s,,s,... beliebige positive Zahlen 
und bedeutet « eine beliebige komplexe Zahl, so bilden die Zahlen 

a+a 

@Sp+@S, 
und folglich ‘auch, wenn & eine Größe vom absoluten Betrage 1 ist, die 
Zahlen 





1—e 





das Koeffizientensystem einer definiten Hermiteschen Form. Durchläuft 
nun, wenn m eine positive ganze Zahl ist, e die von 1 verschiedenen 
m-ten Einheitswurzeln, so wird 














m—1 m—1 
1 1—e 5 —% - 1 > 1—e m—1 
— - ze zu u > od — fe , 


je nachdem s, von s, verschieden oder gleich s, ist. Für jede positive 
ganze Zahl D<<m erhält man daher nach Satz VII das Koeffizienten- 
system (h,,) einer definiten quadratischen Form, indem für s,#s, 











i I I r—1 r—1 
ge ie a 
pq m m il 
.—. r=l41 5% 5 
und für s,=s, 
pq m—l II 
MS, r=1+1 15» 


setzt. Schreibt man nun s, für s, und w für —, so erkennt man, daß 


der Ausdruck 
(3.) 


m 
L’ 








in dem für s,=s, der Koeffizient von x,x, gleich zu setzen ist, 


u—1 
us 


für jedes System ‚von positiven Zahlen s,,5,... und für jedes rationale 
«1 eine nichtnegativ definite quadratische Form repräsentiert. Durch 





*) Auf rein algebraischem Wege folgt dies aus der leicht zu beweisenden 
Determinantenrelation 


we IT (u—%) (1, —%) | 
| <q 


wur — Mo+) 
P,q 





(»,0a=1,2,...n) 





per are 
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Grenzübergang ergibt sich sofort, daß dies auch für ein irrationales u >1 
richtig bleibt. 
Daß nun die quadratische Form (2.) definit ist, folgt hieraus als 


ganz spezieller Fall, indem man in (3.) für s,,8,... die Zahlen 1,2,... 
„u—1 


wählt und x, durch r ? z, ersetzt. 
$ 6. 
Schreibt man den n-ten Abschnitt A, der alternierenden Form 
A= 5 ”% in der Gestalt 


»$:P 4 





und ersetzt, wenn ? eine reelle Größe bedeutet, x, und y, durch z,sin pt, 
bzw. x,cospt, so erhält man, da n eine obere Schranke von A ist, für 


reelle Werte z, 











B> un Br %,%, <a): (x, sin pt)” - >> (x, cos pt)? 
p2,9=1 p—-q 7 p=1 p=1 
„>» 4% a. : u 
<= zz, »(en pt + cos’ pl)=5 22. 


Hieraus folgt, daß der Ausdruck 





eine reelle quadratische Form darstellt, deren obere Grenze höchstens 


gleich ist. 
Einen einfacheren Beweis für die Beschränktheit der Form F(t) 


und eine genauere Abschätzung der oberen Grenze liefert die folgende 
Methode: Es genügt offenbar 0 <t<{n anzunehmen. Setzt man 


Bit)=tE2+ & u 2,0, =t222+F,(t), 





p=1 2,g9=1 a | p=1 
so wird nd 
dal) 2% EN & en oa 
>. „E40 — N! = (& 2,c0s?t) +(2,2,sinpt) . 


Daher ist für jedes System reeller Zahlen z,,2,,...2, die Funktion & (t) 


von t monoton wachsend, also 
2()< Bl) < (a). 


Dies gibt aber 
(1.) —t 23< Ft) <(n—t1) & 2. 
h = 


p=1 


3* 
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Folglich ist die Form F(t) beschränkt und ihre obere Grenze (für 0 5 L< Pe 
höchstens gleich der größeren der beiden Zahlen t und n—t. | 


Die Form F(t) ist deshalb interessant, weil sie wohl das einfachste 
Beispiel für eine reelle quadratische Form liefert, die beschränkt, aber (für 
jedes t, das nicht ein ganzzahliges Multiplum von rn ist) nicht -absolut.. be- 
schränkt ıst*). Dies erkennt man folgendermaßen: Wäre F(t) für ein 
gegebenes t absolut beschränkt, so müßte sich eine Zahl M angeben 
lassen, so daß 




















55 ae |< ni M(1?+ l!-+... +1?) = Mn 
Am 
oder, ausführlicher geschrieben, 
23 (n— - < Mn 
wird. Dies gibt aber 
n—l|ci 
z |< = #2 ei sinvt| <I 5 +. 








Eine solche Zahl M kann and wenn i nicht ein leid Multiplum 
von 7 ist, nicht existieren, da die Reihe 





© Isinvi 
B: 
v-=1| 








. alsdann bekanntlich divergent ist. 
Setzt man noch in (1) =%=--=z,=1, so erhält man (für 


0<t<n) 
sin v 








—in <2 zn —y) <(n-—t)n, 
also 
n—1 
(2.) +7 . Zsinn< 2 zur <tiı+l u Z sine. 


Hieraus folgt speziell, daß für alle n und alle reellen ? 


Fi sin »t) 





(3.) 8,() = 





Eng "1 -98570.. 


ist. 





*) Ein allgemeines Verfahren zur Herstellung von quadratischen Formen, die 
diese Eigenschaft besitzen, hat O. Toeplitz in der auf S. 16 zitierten Abhandlung 
angegeben. — Das einfachste Beispiel einer reellen alternierenden Bilinearform, die 


beschränkt, aber nicht absolut beschränkt ist, repräsentiert die Form er ; vgl. 
E. Hellinger und O. Toeplitz, a. a. O., S. 308, er; 
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Daß der Ausdruck $,(t) unterhalb einer von n und t’unabhängigen 
Zahl M liegen muß, hat zuerst A. Kneser*) bewiesen. Diese Tatsache 
spielt insbesondere in den neueren Arbeiten von L. Fejer über überall 
stetige Funktionen, deren Fouriersche Reihen an einzelnen Stellen diver- 
gieren, eine nicht unwichtige Rolle**). Die durch (3.) gelieferte Ab- 
schätzung von S,(t) hat Fejer in seiner Note ‚Sur les sommes partielles 
de la serie de Fourier‘‘***) mit Hilfe eines interessanten allgemeinen Satzes 
über Fouriersche Reihen gewonnen. 

Schreibt man in (2.) n—t für t, so erhält man durch Addition 
beider Ungleichungen (für n = 2m) 


sh, = ” sin(24u —1) 
ur Fa ua du _1 





t 7U a =. 
< 5r„, za (2u—l)t. 


„1 


Daher ist für alle m und alle reellen i 








”- sin(24—1)t| a 1 
(4.) Fe a ah 
Beachtet man noch, daß für O0 <t<n 
u. sin? kt 
Fra nalen aa == 


ist, so erhält man wegen (4.) und 
” sin(@u—1)it # sin2u—1) _ ® sin(2u—1)i — 0 














2 
ai »—i 2 u u=ı Ml2u—1) — 
die für 0o<t<{n geltende Formel 
” sin(2u —1)t 1c 1 
aa < 2(7 +5). 


Hieraus folgt zugleich, daß für alle m und alle reellen t 





ı = sin(2# —1)t 7E 
| | — +1 
12, u Pan 2 + 





*, „Beiträge zur Theorie der Sturm -Liouvilleschen Darstellung willkürlicher 
Funktionen“, Math. Annalen, Bd. 60 (1905), S. 402—423, $ 1. 

**, Vgl. vor allem die Arbeit von L. Fejer, „Lebesguesche Konstanten und di- 
vergente Fourierreihen“, dieses Journal, Bd. 138 (1910), S. 22—53. — Siehe auch 
A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme“, Inaug.- Dissertation, 
Göttingen, 1909, S. 17. 

***) Comptes Rendus de |’ Acad. des Sciences, Paris, Mai 1910, S. 1299. — Es 
wird hier noch gezeigt, daß die obere Grenze der Ausdrücke $5„(t) nicht kleiner sein 


kann als S —de=1,8.... 


0 
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wird. — Auch diese Ungleichung findet sich in der erwähnten Note von | 
L. Fejer. i 

Ich will noch zeigen, daß man die Ungleichung (3.) durch die | 
präzisere Ungleichung 











| 
TC 1 1 | 
<5tr, tr3 723389... 








"—1gin »t 
hr 
ersetzen kann. Wegen u ‚genügt es eRH zu zeigen, daß | 
(5.) Az sinvt| < — 242. \ 
v=1 N 
ist*). — Dies beweise ich ET ER Man betrachte die alter- j 


nierende Bilinearform 


D= 2. (2, 2%) 
ey 
Die charakteristische Determinante dieser Form ist, wie man leicht zeigt, 
a % 


ur ai Au —1,—1,—2,.. 1 years | i 











Die Wurzeln der Gleichung /(z)=0 sind die Größen 
i cotg und er (=0,1,...n-1) 
Für v=0 erhält man die dem absoluten Betrage nach größte Wurzel. 


Da aber 








cotg WE > 
ist, so wird für reelle z,y, 
; [ty 2 
D<PVYERER<STERHN) 

Setzt man speziell x,=sinpt, y„=cospt, so erhält man 

Z sn (pP)! <#, 

p,9=1 

w<9 








*, Aus der Formel 


2-.1/° sinzd« = lim — SE in?” 


n=» N v=0 n 


geht hervor, daß die genaue 2 Grenze des in (5.) links stehenden Ausdrucks nicht 


‚kleiner als - sein kann. 





ehren nun nn armen ne irre nn eine en nun u a ; uU mn un 
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oder 
n—1 n? 
= (n—v)sinvt! < — 
= | ” 
also 
1 n—1 _ | 1 1 ini n(n— -1) 
2 2mn u; | 2, yainot e- + <: 243 
8 7. 


Es sei K(s, t) eine reelle Funktion der positiven Argumente s,t, die 
folgenden Bedingungen genügt: 

1. K(s,t) wird niemals negativ und ist homogen vom Grade —1. 

2. In jedem endlichen Gebiet 

0<a<ss<b, 0<Za<t<b 

ist. K(s,t) (im Riemannschen Sinne) integrabel. 

3. Das Integral 

K(s,1) "K(,t) "K(s,1)+K(1,s) 

k -[ Vs ds -/ rauf - Vs | ds *) 
hat einen endlichen Wert. 

Sind dann f(s) und g(s) zwei nicht negative Funktionen des posi- 
tiven Arguments s, die in jedem Intervall 0<a<s<Zb integrabel sind 
und für die die Integrale 


-/ P(s)ds, @=/ gis)ds 
0 
endliche Werte haben, so existiert, wie ich behaupte, auch das Doppel- 








integral 
IS S Kiss o Ho)gW)ds, 


und zwar ist stets 
(1.) I<kVFG **). 
Es genügt offenbar, zu zeigen, daß für je zwei positive Zahlen « < b 


= S Be, HM aldnd S KVFG 





*) Das Übereinstimmen dieser drei Integrale folgt aus der vorausgesetzten 
Homogeneitätseigenschaft der Funktion K(s, ). 


*) Für K(s,t)= ei hat eine ähnliche Ungleichung bereits H. Weyl (a. a. O., 
S. 85) bewiesen. 
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ist. Denn die Formel (1.) wird dann erhalten, indem man «a gegen 0 | 
und b gegen oo konvergieren läßt. Diese Schlußweise ist gestattet, weil | 
die zu integrierende Funktion nicht negativ ist. 
Man setze nun in /,, 
Ri s=u,t=uv. 
Dann wird wegen der Homogeneität von K(s, t) 


L,= SJEa, v) (u) g(wv) du dv. 


Das Integrationsgebiet ist hierbei durch die Ungleichungen 


<uch gan 
= ty =y 


bestimmt. Da nun 


wird, so vergrößern wir das Integrationsgebiet, wenn wir es durch das 
Rechteck 


a<u<b, <<. 


ersetzen. en ist 


ul 0) Fu) g(u) AIR K(ı, Ode] Hudatın)au 


rg 


Nun ist auf Grund einer bekannten Ungleichung 


I twswmau| <S"rwauf"stu)au. 
S Pwau< S Pindu- 


b bv & 
I Ftudu=4S FW !S gta - 4. 
Daher wird | 


ri een 
TEE. = 


Ferner ist 


und 


S kujotw)du< ALL 


und also, wie zu beweisen ist, 
b 


L»< VI 2 <kVFG. 


5 
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Man setze nun, wenn 


0,3, 
beliebige positive Zahlen sind, 
Hey tn+ +0, bebtbt-+b,. 
Sind ferner 2,,%g,... und %,,%g,... zwei Systeme nicht negativer Zahlen 
mit konvergenten Quadratsummen 








(2.) X= Zah, Y=z% 
pP= p= 
so: bestimme man die Funktionen f(s) und g(t) folgendermaßen: für 
1 <IE<IH, mn <ti<t, (o=b=0) 
soll 
In Yn 
s)= —-, _ 
f(s) Um g(t) Mn 


sein. Ist ferner lim s,=0o oder lim i,=r eine endliche Zahl, so verstehe 


n=o@ 


man für s>o, war für > unter f(s) oder g(t) den Wert 0. Durch diese 
Festsetzungen sind dann f(s) und g(t) für alle positiven Werte des Argu- 
ments eindeutig definiert. Diese Funktionen sind jedenfalls in jedem end- 
lichen Intervall integrabel; ferner wird 


F=/ Pls)d=X, = / g9’(s)ds=Y 
0 0 
Die Formel (1.) geht aber dann über in die Formel 


(3.) B> IM K(s,t)dsdt <kVXY, 


B. Va, b, RE 

d.h. die links stehende Bilinearform ist beschränkt und ihre obere Grenze ist 
höchstens gleich der Zahl k. 

Ein einfacheres Resultat erhält man, wenn man Ä(s,t) noch folgen- 
der Bedingung unterwirft: 

4. Bei festem s soll K(s,t) mit wachsendem t und bei festem t mit 
wachsendem s nicht zunehmen. 

Dann wird offenbar 


IF K(s,t)dsdt > K(s,,t,) (.—S,-ı) (t,—t,-ı) 


—1 u—1 
>K(s,,t,)a,b,. 
Aus der Formel (3.) For sich daher, daß auch der Ausdruck 


(4.) (5,1,)Va, b,® 


p, 2, 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 
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eine beschränkte Bilinearform darstellt, deren obere Grenze höchstens gleich k ist. 
Setzt man z. B., wenn m irgend eine positive Zahl bedeutet, 














K(s,t)= — . e 
Vs" + m 
so wird 
1 
E © Tr ge al Pe 
k=/ » -/ Hu) ur qu= r 
' yirmyi mr(,,) 


und speziell k=n für m=1. Daher ist für alle Wertsysteme x,,y,, für 
welche die Reihen (2.) konvergieren, und für alle Zahlen s,, t,, die den Be- 


dingungen 
0<H<HgH<re, 0<Ib<hu<e 














genügen: 
u 1 
|: 1 ren r2( - = 
| 2 Ei am ie 2 Ya Z 1 Vz =% 
Pr Ver + | mr (2) p v 


Ein anderes interessantes Beispiel erhält man, wenn man unter 
K(s,t) den reziproken Wert der größeren der beiden Zahlen s und £ ver- 
steht. Dann wird, wie man leicht erkennt, k=4, Für s,=t,, %,=y, 
ergibt sich daher 








| 5 1 8 +2 5 V»— — 9-1) Ge), 


p 
Ip=1l p,q=1 Sg 
u>n 


Wählt man in (4.) speziell a,=b,=1, also s,=1„=n, so erhält man 

die Bilinearform 

(5.) Als,y)= 2 KW. 9%, Yı- 
Ich will nun zeigen, daß die obere Grenze « dieser Form für jede Funktion 
K(s,t), die den Bedingungen 1.—4. genügt, genau gleich k ist. 

Da nämlich auf Grund unseres allgemeineren Resultats « <k sein 
muß, so wird für alle positiven Werte &,,%,..., für welche die Reihe 
X= 3x, konvergiert, 

i _ Al(x,x) 


(6.) 9- a <k 








p=1 





Dann wird X =£(2o) 


Man setze nun speziell, wenn e>5 ist, ©, *£. 


und, wie man auf Grund der Gleichung 





EEE. 
ER ee TEE ; ; 








ei 
2 
ne 
& 
g 
F 
1 
% 
% 
4 
y 
A 
a 
Kr 
4 
Pe 
H 
Di; 
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K(1,1) 
p 





K (p ’ p) . 
leicht erkennt, 


K(p,q) K(p,q) 
A(z,2)=—K(1,1)&(2e+1 
(2,2) = (1L1)E@2e+ +2 > (pq)e +22 (pq)® 


Nun ist aber wegen der mgamihalten 1.und 4. der Funktion K(s,t) 








® K(p,q) "K(p,t) = "Ki, 
Zeor S, el ae 
und ebenso 
®» K(p,q) —: 1) 
Arnd —1 
= u 2 ' Ai 
Daher wird 


A(z,2) > —K(1,1)E(2e +1) +&(% YA un Bin 707 


Bezeichnet man den Quotienten (6.) in unserem Fall mit Q,, so ergibt 


sich also 
7) > >-Raunern,jf Kunst, 
1 


Nun ist allgemein, wenn (u) eine nicht negative, in jedem end- 
lichen Intervall 1<a<<u<<b integrable Funktion ist, für die das Integral 








1 u 
existiert, 
lım / Mau / er. 
E38 1 Yu 
e=5 +0 


Läßt man daher in (7.) e gegen - konvergieren, so erhält man, da 


lim &(20 +1) =&(2)= 7, lim &(2p)- 





e=7 2 
und 
rn K(wD+Kl,w,,_% 
1 Yu 
ıst, 
lm Q,=k, 
1 
e=,+0 


d.h. man kann, wenn & eine beliebige positive Größe ist, oe so nahe bei 


= wählen, daB Q, >k—e wird. Dies zeigt deutlich, daß die obere Grenze « 


der Form (5.) nicht kleiner als & sein kann. Da nun «<k war, so muß 


a=k sein. 
4* 
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Der Vollständigkeit wegen will ich noch erwähnen, daß die Resultate 
dieses Paragraphen sich auch auf Funktionen von mehr als zwei Variabeln 
übertragen lassen. Es gilt nämlich folgender Satz: 

Es sev K(s,,8,...3,) eine michtnegative Funktion der positiven 
Variabeln 5, ,82,...5,, die homogen vom Grade 1—n, in jedem endlichen Gebiet 

0<a<s,<b (v=1,2,...n) 
integrabel ist, und für die das (n—1)-fache Integral 


Bf Sf let ende 


en 

einen endlichen Wert hat. Sind dann f,(s), fs(s),... f„(s) beliebige nicht- 
negatwe Funktionen des positiven Arguments s, die in jedem endlichen Inter- 
vÄoll 0 <Za<s<b integrabel sind, und für die die Integrale 


F=/ »(s) ds (=1,2,:..n) 
0 


endliche Werte haben, so existiert das n-fache Integral 


DS SS Kia) hlillle) et) de der den 


und zwar ist 








I, < kVRF,.--F,. 
Setzt man noch voraus, daß K für jedes v bei festen s,,. 
und wachsendem s, nicht zunehmen soll, so ist, wenn 


0 S,_ 13 Syrı9 000 Sn 


ar), ad), ... v=1, 2,...N) 
beliebige positive Zahlen sind und 
Man am +...+aP) v=1,2,...n) 
gesetzt wird, die n-fach unendliche Reihe 
n—1 
[e) — 
. u (1) s(@) LZOdD,.. Tr UM, 7 
U= , z ‚£ (la) 
17 +++ Pn@ 


für alle nichtnegativen Wertsysteme x), x ,...x konvergent, für welche die 
Reihen 


= >> («r)" v=1,2,...n) 
py=1 
konvergent sind, und zwar «st stets , 
U<kVX, Ag: + A,. 
In dieser Ungleichung kann, wenn speziell alle a‘ gleich 1 gesetzt werden, 
die Zahl k, durch keine kleinere Zahl ersetzt werden. | 














Über die Klassenzahlen der Kreisteilungskörper. 


Von Herrn Ph. Furtwängler in Bonn. 


Herr H.Weber*) hat bewiesen, daß die Klassenzahl des Körpers 
der 2*-ten Einheitswurzeln ungerade ist. Dieses Theorem ist ein spezieller 
Fall des folgenden allgemeineren Satzes, dessen Beweis hier gegeben 





werden soll: 

Bedeutet | eine beliebige Primzahl, so ıst die Klassenzahl des Kör- 
pers der l”-ten Einheitswurzeln stets dann und nur dann durch ! teilbar, 
wenn die Klassenzahl des Körpers der I-ten Einheitswurzeln durch 1 teilbar ist. 

Daß das Webersche Resultat in dem vorstehenden Satze enthalten 
ist, erkennt man auf Grund der folgenden Ausführungen, wenn man be- 
achtet, daß die Klassenzahl des Körpers (Y—1) der vierten Einheits- 
wurzeln ungerade ist, oder noch einfacher, wenn man den Körper der 
rationalen Zahlen als Körper der zweiten Einheitswurzeln auffaßt. Der 
Beweis, der hier von dem allgemeineren Satze gegeben wird, ist wesent- 
lich von dem Beweisverfahren verschieden, das Herr Weber in dem speziellen 
Falle 2=2 angewandt hat. 

Zum Beweise unseres Satzes wenden wir den Schluß von n auf 
n+1 an, d.h. wir zeigen zunächst, daß die Klassenzahl des Körpers X 
der /**!.ten Einheitswurzeln stets dann zu / prim ist, wenn die Klassen- 
zahl des Körpers k der /”-ten Einheitswurzeln diese Eigenschaft hat. Der 
Körper K ist relativ zyklisch vom Primzahlrelativgrad in bezug auf k. 
Es lassen sich daher in diesem Falle ohne weiteres alle Theoreme ver- 
wenden, die von Herrn Hilbert und dem Verfasser allgemein für die 





*) H. Weber, Theorie der Abelschen Zahlkörper, Acta mathem. und Lehrbuch 
der Algebra, Braunschweig 1896, Bd. II, S. 719—741 ($ 197— $ 201). 
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relativ zyklischen Körper vom Primzahlrelativgrad angegeben und bewiesen 
sind. Wir beweisen von ihnen aus zunächst den folgenden Satz, der auch 
für sich von Interesse ist: 

Ist die Klassenzahl des Körpers der Ü-ten Einheitswurzeln zu | prim, 
so ıst jede Einheit dieses Körpers die Relativnorm einer Einheit des Körpers 
der 1**'.ten Einheitswurzeln. 

Der Grad des Körpers k der !*-ten Einheitswurzeln ist !”"(l—1); 
da % nebst allen konjugierten Körpern imaginär ist, so folgt, daß 








x—1 

I_ı Grundeinheiten in k existieren. Nimmt man zu diesen eine 
x—1 

primitive Z”-te Einheitswurzel &, hinzu, so ergibt sich, daß =: Vu 


unabhängige Einheitenverbände in % existieren und daß daher die Anzahl 
sämtlicher Einheitenverbände in k (für den Exponenten /) gleich 7” ist. 
Ferner gibt es im Körper K der /**'-ten Einheitswurzeln /’ relative Grund- 
einheiten in bezug auf k. Nennt man diese H,,H,,...H, und bezeichnet 
eine erzeugende Substitution der Relativgruppe von K bezüglich k mit $, 
so kann eine Einheit von der Gestalt: 


(1.) HH cn 
nur dann die symbolische (S$S— 1)-te Potenz einer Einheit aus X sein, wenn 
(2.) FV)=Rl)=+-=F,(l)=e=0 (l) 


ist. Dabei bedeuten die Funktionen F ganze ganzzahlige Funktionen von 
S,{,;ı eine primitive /"*".te Einheitswurzel und n eine beliebige Einheit 
aus k. Aus dem Fundamentaltheorem des Herrn Hülbert*) über die rela- 
tiven Grundeinheiten folgt nämlich bei den angegebenen Annahmen, daß 
AN)=Rl)=.=R(l)=0 () 

sein muß. Soll aber die Relativnorm von &,,,n7 bezüglich k, die gleich 
Cn ist, gleich 1 sein, so muß auch e=0 (l) sein. 

Auf Grund der angegebenen Eigenschaft der relativen Grundein- 
heiten schließt man leicht, daß unter den Einheitenverbänden in K: 

(3.) HY...HY G.. H (es e=0,1,...1-1) 

höchstens 7! sind, die Einheiten mit der Relativnorm 1 bezüglich % ent- 
halten. Sind nämlich HZ’ und H” zwei solche Einheiten aus (3.), die 


nicht /-te Potenzen von Einheiten sind, so muß gelten: 





*) D. Hülbert, Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkörper, S. 273, 
$ 55, Satz 91. 
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(4.)  H=-4%, H’— Be» 
wo A und B Zahlen aus K sind. Da nun das einzige ambige Primideal 
in K das Ideal LZ=(A)=(1—[,,,) ist, so folgt aus (4.), daß die Ideale 
(A) und (B) Produkte aus Idealen von k mit Potenzen von L sind. Wir 
haben demnach für (A) und (B) die Darstellungen: 

(5.) A=oA"H, B-ßA"H,, 
wo H, und H, Einheiten aus X, m und n zwei zu Z prime Exponenten 
und «, $ Zahlen aus k sind. Daß die letzten beiden Größen nicht bloß 
Ideale, sondern Zahlen aus k sind, erkennt man, wenn man von den 
Gleichungen (5.) die Relativnorm bezüglich % bildet und beachtet, daß die 
Klassenzahl von k zu Z prim vorausgesetzt ist. Die Exponenten m und n 
müssen zu / prim sein, weil anderenfalls 7’ oder 4” symbolische (S—1)-te 
Potenzen von Einheiten aus X sein würden. Aus (5.) schließt man nun, 
daß A"B”” als Produkt einer Zahl aus k mit einer Einheit aus Ä dar- 
stellbar ist. Demnach ist H’”"H’””" eine Einheit des Systems (3.), die 
(S—1)-te Potenz einer Einheit und folglich Z-te Potenz einer Einheit ist, 
wie aus dem vorhergehenden folgt. Da m und n zu Z prim sind, hat 
man hiernach für 4” eine Darstellung: 

H"=H”H, 
wo f ein zu / primer Exponent ist und H eine Einheit aus X bedeutet. 
Daraus folgt, daß in der Tat höchstens !" Einheitenverbände aus (3.) Ein- 
heiten mit der Relativnorm 1 in bezug auf %k enthalten können. 

Bildet man nun die Relativnormen der Einheiten des Systems (3.) 
bezüglich k, so folgt aus dem Vorstehenden, daß diese Relativnormen in k 
sicher 7 verschiedene Einheitenverbände bilden. Da mehr Verbände in k 
nicht existieren, so ist damit unser Satz bewiesen. 

Wir können jetzt leicht die folgende Tatsache feststellen, aus der 
dann sofort der eine Teil des zu beweisenden Hauptsatzes folgt: 

Ist J ein Ideal aus X und gilt 

(6.) Jim, 
wo 7 ein Ideal aus %k bedeutet, so ist auch J einem Ideal aus k äquiva- 
lent. Aus (6.) folgt nämlich durch Bildung der Relativnorm bezüglich k 

(7.) Jelin dk. 

Da die Klassenzahl von k zu ! prim vorausgesetzt wird, folgt aus (7.), 
daß ; in k in der Hauptklasse liegt. Man kann daher 
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(8.) J’1=(M) 
setzen, wo M eine Zahl aus K bedeutet, deren Relativnorm bezüglich k 
eine Einheit 7 in k ist. Ist M selbst eine Einheit in X, so ist J das 
Produkt eines Ideals aus % mit einer Potenz des ambigen Primideals 4 
in K und demnach einem Ideal aus % äquivalent. Ist aber M eine ge- 
brochene Zahl, so ist 7 nach dem bewiesenen Satze auch Relativnorm einer 
Einheit 7 aus K und demnach 

(9.) M=HN’, 
wo N eine Zahl aus X bedeutet. Aus (8.) und (9.) folgt dann, daß JN! 
das Produkt aus einem Ideal in % mit einer Potenz von A ist, und dem- 
nach ist: wiederum J einem Ideal aus %k äquivalent. 

Um nunmehr unseren Hauptsatz zu beweisen, beachte man zunächst, 
daß, wenn J ein beliebiges Ideal aus X bedeutet, man stets einen zu / 
primen Exponenten q so bestimmen kann, daß J’ einem Ideal aus %k äqui- 
valent wird. Denn zunächst kann man es sicher erreichen, daß ein Aus- 
druck "9 einem Ideal aus k äquivalent wird, weil die (S—1)-te sym- 
bolische Potenz eines Ideals auch immer eine wirkliche /-te Potenz eines 
Ideals ist. Aus dem eben Bewiesenen folgt dann aber, daß J” selbst einem 
Ideal aus % äquivalent ist. Verbindet man hiermit die Tatsache, daß nach 
Voraussetzung die Klassenzahl von %k zu ! prim ist, so folgt, daß auch die 
Klassenzahl von X zu 2 prim ist. 

Setzt man umgekehrt voraus, daß die Klassenzahl des Körpers k 
durch / teilbar ist, so ist notwendig auch die des Körpers X durch / teil- 
bar, wie unmittelbar aus einem vom Verfasser bewiesenen Theorem*) folgt. 
Hiermit ist der zu Anfang aufgestellte Satz vollständig bewiesen. 





*) Ph. Furtwängler, über die Klassenzahlen Abelscher Zahlkörper, dieses Journal, 
Bd. 134 (1908), S. 91. 














Zur Jacobischen Erzeugung der Flächen 2. Grades. 
Von Herrn Rudolf Sturm in Breslau. 


Diese Erzeugung ist folgende: 

Es sind in zwei Räumen Z, >’ je drei Punkte gegeben A, A,, As; 
B’, Bj, B;; durch einen Punkt X’ von 2’ werden die Kugeln um B’, B\,B; 
gelegt, darauf um A, A,, As bzw. die gleichen Kugeln und ın X, X ge- 
schnitten. Diese Punkte X, X beschreiben eine Fläche 2. Grades, wenn X’ 
eine Ebene durchläuft*). 

Die Ebene (2 der drei Punkte A,A,,4A, ist für diese Fläche 
Hauptebene. 

Der interessanteste, aber auch wichtigste Fall ist der, wenn die 
von X’ durchlaufene Ebene die Verbindungsebene &’ der Punkte B’, B\, B; 
ist; in ihm liegen die Punkte A,A,,A, auf der Fokalkurve der erzeugten 
Fläche &° in der Hauptebene (2. Auf diesen Spezialfall haben sich, 
während Jacobi und Hermes doch schon auf den allgemeineren Fall ein- 
gehen (Bd. 73, S. 202, 237), Schröter in seinem Buche über die Flächen 
2. Ordnung (1880), $ 67, S. 640 und neuerdings wiederum Herr O. Staude 
in seinem Werke: Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegel- 
schnittes und der Fläche 2. Ordnung (1910), $ 129, S. 716-—718, beschränkt. 

Einen einfachen Beweis für den allgemeinen Fall: beliebige Lage 
der von X’ durchlaufenen Ebene, habe ich in diesem Journal Bd. 122, 
S. 263 gegeben und ihn nun im Bd. IV meiner „Lehre von den geo- 
metrischen Verwandtschaften‘“‘ (1909), $ 142 etwas ausführlicher repro- 





*) Dieses Journal Bd. 12, S. 137 und Gesammelte Werke von Jacobi, Bd. 7. 
S.7, 42; vgl. auch Jacobi, Joachimsthal und O. Hermes, dieses Journal Bd. 73, S. 179, 


207, 209. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. n 
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duziert*), weil es sich bei dieser Erzeugung um eine höhere Verwandtschaft 
handelt: eine zweizweideutige Verwandtschaft der Punkte der Räume 8, 8°, 
oder besser, eine eindeutige Verwandtschaft T von Punktepaaren. Die 
Punkte X,X, in denen irgend drei Kugeln um A,4A,,4, sich schneiden, 
und diejenigen X’,X’, in denen-es die gleichen Kugeln um B’, B/,B} tun, 
bilden zwei zugeordnete Paare. Die Ebenen £2,&’ sind ersichtlich Sym- 
metrieebenen der beiden Figuren**) und enthalten die Paare mit ver- 
einigten Punkten. 

Den Beweis, daß einer Gerade des einen Raumes ein Kegelschnitt 
im andern korrespondiert, dessen Ebene auf der Symmetrieebene senkrecht 
steht und der seine eine Achse in ihr hat, wiederhole ich hier nicht noch- 
mals; aus diesem Satz folgt dann, daß einer Ebene eine Fläche 2. Grades 
entspricht. 

Es läßt sich sofort erkennen, daß, wenn die Ebene, etwa E’ in 2, 
durch einen der Punkte B’,B,, B, geht, der entsprechende A auf der Fokal- 
 kurve der Fläche 2. Grades in 42 liegt. 

Zwei gleiche Kugeln um A und B’ schneiden die Fläche und die 
Ebene in einer Raumkurve 4. Ordnung und einem Kreise, die einander 
entsprechen; dies gilt insbesondere für die isotropen Kegel aus A und B’, 
Nullkugeln oder ‚„Kugelkegel‘“, wie sie Herr Staude nennt. Geht E’ durch 
B’, so zerfällt der Kreis, der aus dem isotropen Kegel geschnitten wird, 
in zwei Geraden, die Raumkurve 4. Ordnung also in zwei Kegelschnitte, 
und in deren beiden Schnittpunkten wird die Fläche 2. Grades von dem 
isotropen Kegel aus A berührt, ihr Berührungskegel aus A demzufolge 
längs der beiden Kanten, die nach den Punkten gehen; also ist er Rota- 
tionskegel, und, infolge der Eigenschaften der Fokalkurven, muß A auf 
der in (2 befindlichen Fokalkurve liegen. 

Wenn daher E’ die Ebene &’ ist, so liegen alle drei Punkte A 
auf der Fokalkurve. 

An der genannten Stelle der ‚„Verwandtschaften‘“ ist weiter gezeigt, 
daß die beiden Kugelgebüsche (2) und (#’), deren Kugeln ihre Mittel- 
punkte in den Ebenen 42,&’ haben, welche dann die zu Ebenen abge- 





*) Statt B,Bı, Ba dort schreibe ich jetzt: B’, Bi, Ba. 
**) Diese Symmetrien sind die zur Verwandtschaft T gehörigen involutorischen 
Verwandtschaften der verbundenen Punkte in 2, bzw. ?”. 
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flachten Orthogonalkugeln darstellen, kollinear sind, derartig, daß zwei 
entsprechende Netze dieser Gebüsche zu Grundpunkte-Paaren entsprechende 
Paare aus der obigen Verwandtschaft T haben. Eigentlichen Kugeln ent- 
sprechen eigentliche, solchen, die in die unendlich ferne Ebene und eine 
dann zur Symmetrieebene senkrechte Ebene zerfallen, ebenso beschaffene. 
Die unendlich ferne Ebene, doppelt, — Kugel $, — gehört zu beiden 
Gebüschen und entspricht sich selbst. Es gibt zweierlei Büschel in jedem 
der beiden Gebüsche: allgemeine, deren Mittelpunkte eine in (2, bzw. &’ 
liegende Zentrale erfüllen, mit einem Ebenenpaare der ersteren Art, und spe- 
zielle, deren Kugeln sämtlich denselben Mittelpunkt haben und zu denen 
allen die Kugel S, gehört. Von diesem gemeinsamen ‚‚Scheitelelement‘‘ aus- 
strahlend, erfüllen diese Büschel das Gebüsche. In der Kollineation entspricht 
einem allgemeinen Büschel ein allgemeiner, einem speziellen ein spezieller; 
und die Mittelpunkte entsprechender spezieller korrespondieren in der 
Affinität: 


(4, B') 


der Felder (2,®’. 
Daran seien nun weitere Betrachtungen angeknüpft. Wir suchen 


144,4, 
‚B'’B{ Bi, 


nach gleichen entsprechenden Kugeln. In einem allgemeinen Büschel 3 
von (2) ordnen wir zwei Kugeln einander zu, von denen die eine einer 
Kugel im entsprechenden Büschel ®’ korrespondiert, die andere dieser 
gleich ist. Eine Kugel S aus ® hat eine entsprechende in ®’, diese zwei 
(eventuell imaginäre) gleiche S, in 8; eine 5, aus ® hat zwei gleiche in 
8‘, denen zwei Kugeln $ in ® entsprechen. Wir haben es also mit einer 
Korrespondenz [2,2] in 8 zu tun. Ist insbesondere S die zerfallende 
oder unendlich große Kugel, so ist die entsprechende die ebenso beschaffene 
in 8’, und die dieser gleichen S, vereinigen sich in S; und ebenso, wenn 
wir von jener Kugel als S, ausgehen, fallen die beiden entsprechenden 5 
wieder in ihr zusammen. Vereinigt sich aber in einer Korrespondenz [m, n] 
in einander liegender Gebilde ein Element mit zwei von den n in dem einen 
Sinne und zugleich mit zwei von den m in dem andern Sinne entsprechenden, 
so zählt es als Koinzidenz (sich selbst entsprechendes Element) doppelt*). 





*, Verwandtschaften, Bd. I, Nr. 187. Das ist ein Kennzeichen für Zweifachheit. 
das nicht notwendig eintreffen muß, aber, nach meiner Erfahrung, ziemlich oft eintrifft. 


-» 


19 
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Die ausgearteten Kugeln sind daher solche, wie wir sie suchen; in jedem 
Büschel gibt es aber noch zwei andere. 

Die eigentlichen Kugeln, welche ihren entsprechenden gleich sind, bilden 
in jedem der beiden Gebüsche eın zweifach unendliches System, von dem in 
jedem Büschel sich zwei befinden. 

Wird daher das Gebüsche kollinear in den Punktraum abgebildet, 
die Kugeln, Büschel, Netze in die Punkte, Geraden, Ebenen, so entspricht 
diesem Kugelsystem eine Punktfläche 2. Ordnung. 

Entsprechende Paare von Netz-Grundpunkten in der Kollineation 
waren entsprechende Paare der obigen Verwandtschaft T; das eine Paar 
besteht aber immer aus den Schnittpunkten von drei Kugeln um A, A,, As. 
das andere aus denen der gleichen Kugeln um B’,Bi,B;. Das bedeutet, 
daß die gleichen Kugeln der Büschel um A und B’, A, und B/, A, und B; 
in der Kollineation entsprechend sind. Wir haben so zunächst in jedem 
der beiden Gebüsche drei Büschel, welche ganz zu jenem Kugelsystem 
gehören, und die drei Bildgeraden liegen ganz auf der Fläche 2. Ordnung 
und gehen durch den Punkt, in den sich die allen diesen Büscheln gemein- 
same Kugel S,, als Element des betreffenden Gebüsches, abbildet. Die 
Bildfläche ist dabei ein Kegel 2. Ordnung; und die weiteren durch die 
Spitze gehenden Geraden derselben lehren, daß das Gebüsche x! spezielle 
Büschel konzentrischer Kugeln besitzt, welche sämtlich den entsprechenden 
gleich sind. Der Kegel zeigt weiter, daß in den andern speziellen Büscheln 
keine eigentliche Kugel ihrer entsprechenden gleich ist. 

Eine Gerade in der zugehörigen Symmetrieebene, etwa .2, ist Zentrale 
für ein Netz von Kugeln aus (42), zu dem $, gehört, und für alle allge- 
meinen Büschel desselben; die zwei Kugeln des Kugelsystems, die irgend- 
einem dieser Büschel angehören, führen zu zwei von jenen speziellen 
Büscheln, welche ihre Mittelpunkte auf ihr haben. 

Die Mittelpunkte jener speziellen Büschel von (42), deren Kugeln den 
entsprechenden gleich sind, erzeugen in (2 einen Kegelschnitt (A), welcher 
durch A, A,, A, geht; ihm entspricht, in der Affinität (A,B’), ein Kegel- 
schnitt (B’) in &’, der durch B’,Bj,B, geht und durch die Mittelpunkte 
dieser gleichen Kugeln in (&’) erzeugt wird. 

An Stelle der beiden Tripel A, A,,As; B’,B{, B; können also beliebige 
drei Punkte von (A) und ihre entsprechenden auf (B’) treten. 
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Auf der Fläche 2. Ordnung $?, welche der Ebene $’ entspricht, ist daher 
(A) Fokalkurve, und ebenso (B’) auf der der Ebene 2 entsprechenden 42”. 

Mit der Verwandtschaft T ist, wie ebenfalls in meinem Buche be- 
wiesen wurde, noch eine zweite Affinität der Felder (2 und &’ verbunden, 
— die dort zuerst erwähnte —, welche uns zur Herstellung der Haupt- 
kurven der Flächen &°, 2” in 2 bzw. &’ führen wird. Diese Haupt- 
kurven sind einander entsprechend in T, und zwar haben in zwei korre- 
spondierenden Punkten sich je die Punkte zweier entsprechender Punkt- 
paare vereinigt: ın dem einen berühren sich Kugeln aus A, A,,A, oder 
vielmehr aus allen Punkten von (A), im andern die gleichen Kugeln je 
aus dem entsprechenden Punkte von (B’). 

Die Verbindungslinien n,n’ der Punkte entsprechender Paare von T, 
auf 42, bzw. &’ normal, tragen nicht bloß je ein Paar, sondern eine 
Involution solcher Paare, welche gleichseitig hyperbolisch und zur andern 
projektiv ist. Die Fußpunkte F,F’, die endlichen Doppelpunkte dieser 
Involutionen, sind in der genannten Affinität entsprechend, welche deshalb 
(F,F’) heiße und von der obigen (A,B’) verschieden ist; in ihr sind A 
und B’,... nicht entsprechend. In dieser Affinität sind auch entsprechend. 
weil mit entsprechenden Punkten F, F’ erfüllt, die Spurlinien von zwei 
zu (2, bzw. &’ senkrechten Ebenen »v,v’, welche zu ausgearteten ent- 
sprechenden Kugeln der obigen Kollineation der Gebüsche (42), (&’) gehören; 
die Geraden der einen von zwei solchen Ebenen haben ihren entsprechen- 
den Kegelschnitt, von denen jeder zu zwei symmetrischen Geraden gehört, 
in der andern. 

Wenn nun X’=F’ die Ebene &’ durchläuft, so haben wir die drei 
je in ihm sich schneidenden Kugeln und Kreise um B’,B,,B;; die ent- 
sprechenden Punkte X,X, Schnitte der drei gleichen Kugeln um A, A,, 4,, 
erzeugen die Fläche &*; die Verbindungslinie n=XX ist die Potenzlinie 
dieser Kugeln und der Fußpunkt F der Potenzpunkt ihrer drei Kreise in 2. 
X und X sind reell oder imaginär, je nachdem F innerer oder äußerer 
Potenzpunkt ist; wird F gemeinsamer Punkt der Kugeln und Kreise, so 
vereinigen sich X und X in ihm, und er ist Punkt der Hauptkurve von 
$* in 2. 

Wir legen die Affinität (F,F’) durch drei Paare entsprechender 
Punkte fest; nun ergeben sich die dem Punkte X’= F’ entsprechenden 











38 Sturm, zur Jacobischen Erzeugung der Flächen 2. Grades. 


Punkte X,X einfacher als Schnitte des Lotes in F auf (2 mit der Kugel 
um A, die der durch F’ gehenden um B’ gleich ist. Läuft F’ auf einem 
Kreise um B’, so beschreibt F eine Ellipse Z; wird diese mit dem gleichen 
Kreise um A geschnitten, so vereinigen sich in einem Schnittpunkte P 
die Schnitte der zugehörigen Kugel mit dem Lote n in P; wir haben einen 
Punkt der Hauptkurve. Verändert sich jener Kreis um B’, so durchläuft 
E einen Büschel konzentrischer ähnlicher und ähnlich gelegener Ellipsen, 
und die Schnittpunkte einer jeden je mit dem entsprechenden gleichen Kreise 
um 4A erzeugen die Hauptkurve, die Schnittkurven der geraden Zylinder 
über den E mit den Kugeln über den Kreisen die Fläche &%. 

Die beiden projektiven Flächenbüschel bewirken zunächst auf einer 
Gerade eine Korrespondenz [2,2], und zwar eine Projektivität zweier Invo- 
lutionen; aber vom unendlich fernen Punkte läßt sich wiederum erkennen, 
daß er sowohl mit den einen zwei, als mit den andern zwei entsprechenden 
Punkten sich vereinigt, also doppelte Koinzidenz ist, so daß vom eigent- 
lichen Erzeugnisse 4. Ordnung die doppelte unendlich ferne Ebene sich ablöst. 

Der gemeinsame Mittelpunkt der Ellipsen Z in 2, dem B’ in der 
Affinität (F, F’) entsprechend, heiße B. Die Kreise um A (und B) und 
die Ellipsen E wachsen, wie die Affinität lehrt, gleichzeitig; der Nullkreis 
und die Nullellipse liegen außereinander; dies bleibt zunächst bestehen, 
aber da sie aufeinander zuwachsen, so muß reelles Schneiden eintreten. 

Der Hauptschnitt der Fläche &* in (2 und sie selbst sind stets reell. 

Wir können für ihn noch eine zweite Entstehungsweise gewinnen, 
aus welcher wir ein Kennzeichen erhalten werden, wann er Ellipse oder 
Hyperbel ist. Wenn P ein Schnittpunkt einer Ellipse E um B und des 
entsprechenden Kreises um A ist, so haben der Halbmesser BP und der 
Radius AP (oder der ihm gleiche dem BP in der Affinität entsprechende 
des Kreises um B’) das Verhältnis, das in der Affinität den Strecken auf 
den Geraden von der Richtung BP in £2 und den ihnen entsprechenden 
in &’ zukommt. Andererseits liegt P auf dem Kreise, dessen Punkte dieses 
Verhältnis zum Verhältnis der Entfernungen von B und A haben. Wır 
haben also jede Gerade durch B mit dem ihr so zugehörigen Kreise zu 
schneiden. Aber jedes Verhältnis kommt zwei Geraden aus B zu, und 
diese sind gepaart in einer Involution, von welcher die beiden rechtwink- 
ligen Geraden s,t durch B, denen in der Affinität (F, F’) wiederum recht- 
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winklige Geraden entsprechen, also die gemeinsamen Achsen der Ellipsen Z, 
die Doppelstrahlen sind*). Die Kreise andererseits, die zu den ver- 
schiedenen Verhältnissen gehören, bilden einen Büschel, zu welchem die 
Paare der isotropen Strahlen aus B und A gehören, bei den Verhältnis- 
werten 0 und sich ergebend. Es liegt also projektive Beziehung eines 
Kreisbüschels zu einer Involution vor; vom Erzeugnis 4. Ordnung zweigt 
sich das Paar der isotropen Strahlen aus B ab. Auch hier kann man 
sich überzeugen, daß es Strahlen aus B geben muß, welche den ent- 
sprechenden Kreis reell schneiden, daß also die erzeugte Kurve reell ist. 

Nun gibt es bekanntlich zweierlei Affinitäten: mit reellen ent- 
sprechenden Geraden, welche gleiche Punktreihen tragen, und ohne solche. 
Für ein Verhältnis, das von 1 verschieden ist, ist der Kreis endlich; im 
zweiten Falle muß also eine Ellipse entstehen. Dem Verhältnis 1 gehört 
ein Kreis zu, der aus der Mittelsenkrechten auf BA und der unendlich 
fernen Gerade besteht. Die Schnitte dieser mit den beiden Geraden aus 
B, denen im ersteren Falle das Verhältnis 1 zukommt, sind die unendlich 
fernen Punkte der Kurve. 

Der Hauptschnitt von &* (oder 2”) in (2 (oder $’), der stets reell 
ist, ist Hyperbel oder Ellipse, je nachdem die Affinität (F, F’) reelle oder 
ımaginäre entsprechende Geraden mit gleichen Punktreihen hat. 

Die reellen oder imaginären unendlich fernen Punkte liegen auf 
den derartigen Geraden g,g, aus B; da g,g, zu s,t harmonisch sind, so 
sind die Achsen des Hauptschnitts zu den Achsen der Ellipsen E parallel. 

Die beiden Kreise, die bei den zu den Doppelstrahlen s,t gehörigen 
Verhältnissen sich ergeben, berühren die Kurve doppelt: mit s,t als Be- 
rührungssehne. Die Lote je aus dem Mittelpunkte auf s,t gehen durch 
die Berührungspole und durch die Mitten der Berührungssehnen, begegnen 
sich also im Mittelpunkte des Hauptschnitts. 

Wir fanden, daß, nur wenn F innerer Potenzpunkt der drei Kreise 
um A,4,,4, (oder ein gemeinsamer Punkt) ist, die den durch F’ 
gehenden Kreisen um B’,B\,B; gleich sind, das die Fläche 2. Ordnung 
erzeugende Punktepaar X X, das dem X’=F’ entspricht, reell ist. Die 
Lote in A, A, oder A, schneiden die Kugeln immer reell; also sind diese 





*) Vgl. hierzu: Verwandtschaften. Bd. II, Nr. 284. 











40 Sturm, zur Jacobischen Erzeugung der Flächen 2. Grades. 


drei Punkte A innere Potenzpunkte und ebenso die weiteren Punkte der 
Fokalkurve (4A). 

Die Hauptkurve bildet den Übergang von den inneren zu den 
äußeren Potenzpunkten. 

Sie sei eine Ellipse und ihre innern Punkte seien die inneren Po- 
tenzpunkte; da die Lote in diesen die Fläche &* reell schneiden, so ist 
dieselbe ein Ellipsord. Die Fokalkurve, durch innere Potenzpunkte ge- 
bildet, liegt ganz im Innern des Hauptschnitts, also ist sie die Fokalellipse. 

Die Hauptebene 2 ist daher diejenige der Fokalellipse oder der 
größten und der mittleren Achse. 

Die äußeren Punkte der Hauptellipse seien innere Potenzpunkte; 
die Fläche &* ist ein einmanteliges Hyperboloid, das sich ja über dem 
äußeren Teile der Hauptellipse erhebt. Die Fokalellipse liegt außerhalb 
der Hauptellipse. 

Die Hauptkurve sei Ayperbel, und wiederum seien die inneren 
Potenzpunkte die inneren Punkte der Hyperbel. Das fordert ein zwer- 
manteliges Hyperboloid $*°. Gilt für die Halbachsen-Quadrate: a > —b’>—.c?, 
so liegen in der Ebene (a,c) gleichartige Haupt- und Fokalkurven, beide 
Hyperbeln, und die Fokalhyperbel innerhalb der Haupthyperbel. Diese 
Ebene ist also die 2. 

Sind aber die äußeren Punkte der Haupthyperbel innere Potenz- 
punkte, so handelt es sich wiederum um ein einmanteliges Hyperboloid &? 
‚und, wenn a?>b?>—c?”, haben wir es auch hier mit der Ebene (a,c) zu 
tun, in der die Fokalhyperbel im Äußeren der Haupthyperbel liegt*). 

In der Ebene 2 liegen also ein reeller Hauptschnitt und eine reelle 
Fokalkurve, welche keine reellen Punkte gemeinsam haben. 

Oder: 

0 ist die Hauptebene der Fläche &b* mit derjenigen reellen Fokal- 
kurve, welche in der Schaar der zu b* konfokalen Flächen mit &* gleich- 
artig ist. Die Fokalellipse ist gleichartig mit den Ellipsoiden und den 
einmanteligen Hyperboloiden, zwischen denen sie den Übergang bildet, die 





*, Interessante Sätze finden sich bei Jacobi (Dieses Journal, Bd. 73, S. 201) 
über die Art der Fläche &?, je nach der Beschaffenheit der Dreiecke A A, 4,, 
B' Bı Bg: z.B.: &° ist ein einmanteliges Hyperboloid, wenn eine Seite des zweiten 
Dreiecks oder alle drei kleiner sind als die entsprechenden im ersten. 
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Fokalhyperbel mit den einen und andern Hyperboloiden. Daher ergaben 
sich die einmanteligen zweimal*). 

Einer Gerade der Fläche &* und der zu ihr in bezug auf 2 sym- 
metrischen aus der andern Regelschar entspricht ein in &’ gelegener 
Kegelschnitt, der aber andererseits in senkrechter Ebene zu #’, in sich 
symmetrisch in bezug auf #&’ sein muß. Das wird zugleich nur durch 
eine doppelt zu rechnende Gerade in &’ erfüllt. Durch einen Punkt X’ 
von &’ gehen so viele solcher Geraden, als symmetrische Geradenpaare 
auf &° durch X,X, oder als Tangentialebenen durch X X gehen. 

Die Geraden von #5’, denen je zwei symmetrische Geraden von 
korrespondieren, umhüllen einen Kegelschnitt; beiden Regelscharen entspricht 
derselbe Kegelschnitt. 

Für die Betrachtung der Flächen E?, welche den übrigen Ebenen 
E’ von 2” entsprechen, brauchen wir die Fläche (2”, Dem Schnitte von 
E’ mit 2” entspricht die Hauptkurve von E? in 2. 

Wenn E’ die .2’? berührt, also in zwei Geraden schneidet, so besteht 
diese Hauptkurve auch aus zwei Geraden; E? ist dann ein Kegel 2. Grades. 

Den Tangentialebenen von (2’” korrespondieren also Kegel 2. Grades. 

Dem Berührungspunkt entspricht die Spitze des Kegels. 

Einer Gerade auf E* muß ein in bezug auf &’ symmetrischer Kegel- 
schnitt entsprechen, von dem wenigstens ein Teil in E’ liegt, also ein sym- 
metrisches Geradenpaar, von dem eine Gerade sich in E’ befindet. Den 
beiden Regelscharen auf E? entspricht wieder derselbe Kegelschnitt in E’. 

Es ergeben sich so in Z, 2’ zwei je in bezug auf 2, $&’ symmetrische 
Komplexe 2. Grades 1”, 1”” von der Beschaffenheit, daß zwei symmetrischen 
Geraden des einen zwei symmetrische Geraden des andern in Z entsprechen. Die 
Geraden dieser Komplexe sind zugleich die Geraden der Flächen 2. Ordnung 
des betreffenden Raumes, welche den Ebenen des andern zugeordnet sind. 

*) Herr Staude benutzt, wie Jacobi a.a.O., die /vorysche Affinität zwischen 
zwei gleichartigen konfokalen Flächen 2. Grades und Jvorys Satz, daB PP,=P, 7 
ist, wenn P,P': Pı,Pı zwei Paare entsprechender Punkte auf solchen Flächen sind, 
nimmt die Ebene einer zur allgemeinen Fläche ®? gleichartigen Fokalkurve als die 
andere Fläche und gelangt so zur Jacobischen Erzeugung der Fläche &°. Dabei 
liegen zunächst beide Tripel der A und der B’ in der Hauptebene, die A auf der 
Fokal-, die B’ auf der Hauptkurve; welche letzteren jedoch (kongruent) in eine 


andere Ebene verlegt werden können. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 6 
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Diese Komplexe sind die Tangentenkomplexe der Flächen &* und 2”. 

In der Tat, einer Gerade g’ entspricht in T ein Kegelschnitt g°, und 
seine Achsen-Endpunkte in 42 entsprechen den Schnitten von g’ mit 2”; 
bei einer Gerade g’ aus 7” wird dieser Kegelschnitt ein Geradenpaar mit 
dem Doppelpunkte in (2; in diesen fallen die Achsen-Endpunkte zusammen, 
9’ berührt also (2. 

Die Komplexkurve in einer Berührungsebene 7’ von 2” ist ein 
doppelter Strahlenbüschel; denn, wenn X’ in 7’ liegt, so gehen durch das 
Lot XX an den 7’ entsprechenden Kegel zwei vereinigte Tangentialebenen 
(im weiteren Sinne: Ebenen durch die Spitze), also durch X’ zwei ver- 
einigte Tangenten an die Komplexkurve; fällt insbesondere X’ ın den Be- 
rührungspunkt von r’, so fallen X, X in der Kegelspitze zusammen, und 
alle Ebenen durch das verbindende Lot sind Tangentialebenen des Kegels; 
der Berührungspunkt wird Scheitel des doppelten Komplex-Strahlenbüschels. 

Jeder Komplexstrahl g, etwa von 7”, muß, wegen der &* Flächen E?, 
auf oo! von ihnen als Gerade liegen; die zugehörigen Ebenen sind die 
durch die eine oder andere Gerade des ihm korrespondierenden sym- 
metrischen Geradenpaars.. Weil von diesen Ebenen zwei tangential an 
2”, zwei nach den einem Punkte ? entsprechenden Punkten und je zwei 
tangential an den einer Gerade / entsprechenden Kegelschnitt oder an die 
einer Ebene r entsprechende Fläche gehen, so befinden sich in dem Flächen- 
system zwei Kegel, zwei Flächen gehen durch P und zwei berühren 2 oder n. 
Das gilt allgemein für einen Ebenenbüschel, wenn seine Achse außer- 
halb &’ liegt, und das System der entsprechenden Flächen. Alle gehen 
durch den der Achse korrespondierenden Kegelschnitt. 

Hat der Ebenenbüschel aber seine Achse e’ in $’, so führen zwei 
symmetrische Ebenen in ihm zu je derselben Fläche; das Flächensystem 
enthält nur einen Kegel und seine drei Charakteristiken sind nur 1*). 





*, Hierbei mag die Behauptung auf S. 452 meines Buches, daß das dreifach 
unendliche System der Flächen E? alle zehn Charakteristiken gleich 8 hat, ver- 
bessert werden; diese Zahl ist zu halbieren; denn nehmen wir z. B. die Elementar- 
bedingung (P,l,r), so haben das Punktpaar P’P’, der Kegelschnitt !’, die Fläche 
re* wohl acht gemeinsame Berührungsebenen, aber viermal zwei symmetrische, die 
also nur zu vier Flächen führen, und ebenso bei den andern Kombinationen von drei 
Elementarbedingungen. 











Sturm, zur Jacobischen Erzeugung der Flächen 2. Grades. 45 


Vorhin wie jetzt enthält es eine Doppelebene, die zu {2 senkrechte Ebene 
v, welche der durch die Büschelachse gehenden zu &’ normalen Ebene v’ 
entspricht: doppelt, weil jedes erzeugende Punktepaar zweimal sich ergibt: 
bei zwei symmetrischen Punkten in v’. Die erwähnten Eigenschaften des 
Flächensystems, das zum Ebenenbüschel um eine in &’ liegende Gerade e’ 
gehört, weisen darauf hin, daß es sich um den Büschel von Flächen 2. Grades 
handelt, die sich längs des in v befindlichen Kegelschnitts e® berühren, welcher 
der e’ entspricht. Der Kegel des Systems entspricht den Ebenen aus e‘, 
welche 42°” berühren, irgend eine Kante von ihm zwei symmetrischen 
Tangenten in ihnen mit dem Schnittpunkte auf e’. Eine beliebige Ebene 
schneidet diese in getrennten Punkten, die den Schnitten der Kante mit 
der der Ebene zugehörigen Fläche entsprechen. Eine Ebene durch e’ 
schneidet sie in ihrem gemeinsamen Punkte, also in zwei zusammenfallenden 
Punkten; so daß die Kante die zugehörige Fläche auf e’ berührt. 

Dieser Büschel sich konisch berührender Flächen möge mit (e*) 
bezeichnet werden. 

Der Kegel, welcher dem Tangentialebenen-Paar von 2” aus einer 
Gerade e’ von $’ entspricht, ist Berührungskegel von &* aus einem Punkte 
von (2; die Polare von e’ in bezug auf 2” oder die Berührungssehne jener 
Ebenen ıst jedenfalls reell; der ihrem Fußpunkte F’ entsprechende F ıst 
die Spitze des Kegels, also reell, mag jenes Paar aus reellen oder konju- 
giert imaginären Ebenen bestehen. Der Berührungs-Kegelschnitt e* liegt 
in der Ebene v, die der Normalebene »’ über e’ entspricht; ihre Spurlinie 
e in £2 entspricht der e in der Affinität (F,F’). Je nachdem diese Kurve 
e* reell oder reell-imaginär*) ıst, ist es auch der Kegel. Wenn z. B. #&° 
ein einmanteliges Hyperboloid ist, ist e® und der Kegel immer reell. 

Die Geraden e, e’, in denen die Normalebenen »,»’ senkrecht stehen, 
sind entsprechend in (F, F’); ihre Pole F, F’ in bezug auf die Hauptkurven 
sind es ebenfalls; also sind es auch diese Hauptkurven selbst. Und in der 
Tat, wenn e’ die Hauptkurve von “2” tangiert, so fallen die Berührungs- 
ebenen in v’ zusammen, der Berührungskegel flacht sich in die Doppel- 
ebene » ab, deren Spurlinie e dann die andere Hauptkurve berührt. 





*, So bezeichne ich einen Kegelschnitt mit imaginären Punkten und Tan- 
genten, der aber durch ein reelles Polarfeld (oder eine reelle Gleichung) definiert ist 
und dem konjugiert imaginäre Elemente zugleich angehören: ähnlich einen Kegel. 
eine Fläche 2. Grades, ein Paar von Punkten, .... 


6" 
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Ein beliebiger Büschel 9° enthält zwei Ebenen, deren entsprechende 
Flächen E? die unendlich ferne Ebene berühren. 

Diejenigen Paare symmetrischer Ebenen E’, denen Paraboloide ent- 
sprechen, umhüllen eine Fläche 2. Grades IT”, welche die Symmetrieebene &’ 
zur Hauptebene hat. 

Ein Büschel (e’) enthält nur ein Paraboloid,; dasselbe ist hyperbolisch 
oder elliptisch, je nachdem der Kegelschnitt e* reelle unendlich ferne Punkte 
hat oder nicht. 

Denn die unendlich ferne Ebene schneidet in einem Kegelschnitt- 
Büschel mit reeller, imaginärer Doppel-Berührung, also mit einem reellen 
oder reell-imaginären Geradenpaare. 

Wird e* eine Parabel, so fallen in jenem Kegelschnitt-Büschel die 
Berührungspunkte zusammen und das Geradenpaar mit der Doppelgerade, 
im Büschel (e) das Paraboloid mit der Doppelebene. Es handelt sich um 
diejenigen Normalebenen v, welche die unendlich ferne Kurve von #2 
tangieren und Parabeln ausschneiden. Es sind die beiden Tangentialebenen 
des Asymptotenkegels von &*, welche durch die auf (2 senkrechte Achse 
gehen, und ihre Parallelebenen. Wenn &* ein Ellipsoid ist, sind sie nicht 
reell; weil dann alle e* Ellipsen sind, gibt es nur elliptische Paraboloide. 
Ferner, wenn $* ein einmanteliges Hyperboloid und 12 die Hauptebene 
(a,b) vst, liegt die dritte Achse innerhalb des Asymptotenkegels; jene 
Ebenen sind nicht reell. Alle Ebenen » schneiden &* in Hyperbeln; 
es gibt nur hyperbolische Paraboloide. 

In den beiden anderen Fällen, daß 2° ein zweimanteliges Hyper- 
boloid ist oder ein einmanteliges mit 42 als Hauptebene (a,c), sind beide 
Paraboloide möglich. 

Nun entsprechen jenen Ebenen v, welche die unendlich ferne Kurve 
von ‘2° berühren und uns die Übergangsform (mit zwei vereinigten unend- 
lich fernen Geraden) zwischen den beiden Arten von Paraboloiden, mit 
denen wir es in unserem Flächensystem zu tun haben, darstellen, Ebenen 
y’, also zu &’ normale Tangentialebenen der Fläche /7*, die daher auf 
deren Hauptkurve in &’ berühren. Aber symmetrisch zu beiden Seiten 
berührende Ebenen liefern dasselbe Paraboloid.. Wie können die auf der 
Hauptkurve tangierenden Ebenen den Übergang bilden? Beachten wir, 
daß sie Ebenenpaare mit vereinigten Ebenen darstellen, welche den Über- 
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gang bilden von reellen Paaren von Berührungsebenen von Il’? aus Geraden 
e' von $b’ zu reell-imaginären. Sind diese Ebenen reell und infolge dessen 
beide Arten von Paaren von Berührungsebenen vorhanden, so führen die 
einen dieser Paare zu den einen, die andern zu den andern Paraboloiden; 
in den verschiedenen Fällen wird dies verschiedenartig sein. 

In den beiden obigen Fällen, in denen es nur eine Art von Para- 
boloiden gibt, hat /7” in ®’ eine reell-imaginäre Hauptkurve und ist 
ein zweimanteliges Hyperboloid. 

Kehren wir zum Flächenbüschel (e*) zurück; um ihn vollständig zu 
erhalten, müssen wir den Büschel e’ nicht nach einzelnen Ebenen durch- 
laufen, sondern nach den symmetrischen Ebenenpaaren, den reellen und 
den reell-imaginären; die Doppelebenen &’,v’ der hyperbolisch-gleichseitigen 
Involution bilden den Übergang. Auch einem reell-imaginären Ebenenpaare 
kann eine reelle Fläche zugehören, wie wir das schon für ein reell-imaginäres 
Tangentialebenen-Paar von 42”” in einem Büschel e’ gefunden haben. 

Was die Übergangsformen anlangt, so führt das elliptische Para- 
boloid von Ellipsoiden zu zweimanteligen Hyperboloiden, während das 
hyperbolische innerhalb eines Kontinuums einmanteliger Hyperboloide vor- 
kommt und daher weniger wichtig ist. Jeder unserer Büschel (e*) enthält 
ein Paraboloid. Ferner bildet der reelle Kegel den Übergang von den 
einen zu den andern Hyperboloiden, der reell-imaginäre Kegel denjenigen 
von Ellipsoiden zu reell-imaginären Flächen, endlich, wie aus der Theorie 
der konfokalen Flächen 2. Grades bekannt ist, eine Doppelebene den Über- 
gang von reell-imaginären Flächen zu Ellipsoiden, oder von diesen zu ein- 
manteligen Hyperboloiden, oder von diesen zu zweimanteligen, oder end- 
lich von diesen zu reell-imaginären Flächen. 

Die Reihenfolge der verschiedenartigen Flächen in einem Büschel (e*) 
soll nun ermittelt werden; dazu bezeichnen wir die Ellipsoide, die ein-, zwei- 
manteligen Hyperboloide, die reell-imaginären Flächen, den reellen, reell- 
imaginären Kegel, das elliptische Paraboloid und die Doppelebene kürzer mit: 

E,H,H,.I; &K.,&.,P.D. 
E,H,,H,,I bezeichnen in den folgenden Tabellen Kontinuen von gleich- 
artigen Flächen, X,,K,,P,,D eine einzelne Übergangsfläche. &°, mit der 
wir jede Reihenfolge anfangen und enden, ist nicht Übergangsfläche, son- 
dern befindet sich innerhalb eines Kontinuums gleichartiger Flächen. Aber 
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&* und D, welche den Doppelebenen &’ und v’ der Involution der sym- 
metrischen Ebenenpaare im Büschel e’ entsprechen, bilden die Übergänge 
zwischen den beiden Reihen der Flächen von (e?), welche den reellen und 
den reell-imaginären Ebenenpaaren entsprechen und die wir getrennt, links 
und rechts, hinschreiben, D zwischen ihnen, 2° am Anfang der einen und 
am Ende der andern Reihe. 

Wir unterscheiden I, II, III, die Arten der stets reellen Fläche &#, 
zweitens 1) und 2), je nachdem e* und der Kegel reell oder reell-imagi- 
när ist, drittens «), 9), je nachdem das Paar der Berührungsebenen aus 
e' an 2’? reell oder reell-imaginär ist. Bei 2) muß das Paraboloid ellip- 
tisch sein. 

I. &* ist ein H,; e* ist immer reell; es ist nur 1) möglich. 2 ist 
(a,b) oder (a,c); im ersteren Falle gibt es keine elliptischen Paraboloide. 

Wir haben folgende Reihenfolgen: 

«) &®®H,K,H,P,E D H,# 
oder: 





®H,K,H, DH,#°, 
je nachdem ein ?, vorhanden ist oder nicht; im zweiten Fall ıst dann 
H, die Reihe der einmanteligen Hyperboloide, welche das hyperbolische 
Paraboloid enthält; 
P) PH, D EP,H,K,H,# 
oder: 
&°H, D H,K,H,®®. 
II. $? ist ein H,; 2 ist (a,c): 


le) P®H,K,H, D EP,H,#’ 
oder: 
$®’H,K,H, D H,#°; 
1/) #H,P,E D HK,H,#° 
oder: 
$H, D H,K,H,#°; 
20) ®H,P,EK,ID H,#; 
2) #°’H, D IK,EP,H,®#°. 
III. &* ist ein E; 42 ist (a,b); das Paraboloid ist elliptisch: 
la) P’EP,H,K,H, DE#?; 


1ß) DE D H,K,H,P,E@%; 
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2«) P’EK,I DH,P,E»#°; 
2) ®’EP,H, DIK,E#. 

Liegt eine reelle Ebene E’ vor, so wollen wir annehmen, daß die 
etwaigen reellen Berührungsebenen 7’,n’ aus ihrem Schnitte e’ mit &’ an 
“2”, II” hergestellt seien; wir haben für E’ festzustellen, in welchen 
der rechten Winkel &»v’ und in welchen der eventuellen durch die in 
jenem liegenden t',n‘ entstandenen Teilwinkel E’ fällt, und können dann 
die Art der entsprechenden Fläche E? angeben. 

Z.B. bei III 1«) sind die 7’, 7’ reell; der rechte Winkel &’v’, in 
dem sich E’ befindet, hat die Teilwinkel &’n’,n’T’,t’v’ und je nachdem 
E’ in den ersten, zweiten, dritten zu liegen kommt, ist die Fläche ein 
E,H, oder H,. In 2«) sind nur die 7’, in 2) nur die n’ reell, in 1) 
weder die einen noch die andern; wir haben dann nur zwei Teilwinkel 
oder den ganzen rechten. 

Bei II 1«) sind in beiden Fällen die 7’ reell, im zweiten auch 
die n’, aber sie gehören zu hyperbolischen Paraboloiden, also haben wir 
beidemal nur die Teilwinkel &’r’, r’v’. Usw. 

Aber man darf sich eben nicht mit den reellen Ebenen E’ begnügen. 

















Über algebraische Modulsysteme und lineare homo- 
gene partielle Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten. 


Von Herrn Ernst Fischer in Brünn. 


Vorbemerkungen. 


Ist f(&,,...2,) ein Polynom in z,,...x2, mit konstanten Koeffizi- 
enten, so ist ohne besondere Erklärung die Bedeutung des Ausdrucks 


Ö Ö 
f (32 ER 3) 
verständlich, wofern u eine Funktion bedeutet, an welcher partielle Difie- 


rentiationen unbeschränkt ausführbar und in ihrer Wirkung von der Reihen- 
folge unabhängig sind; z. B. für f(z,,%)=327 + 5x, x, wird 


er Oo? u ou 
f ee j 3,) 2 02? ’. Or, OR," 
Statt f(z,,...2,) und Hz RESE: ==) schreiben wir abkürzend f(x) 
1 n 


und Hz). 


Es ist ferner klar, wie man mit solchen Operatoren rechnen kann; 
ist z.B. noch g(2) = x,%, und er so hat man 


2 ou 0° u 
REDE (te )j« = Bere, URS TTET 
Ist f(x) ein Polynom in z,,... x, mit konstanten Koeffizienten, so ist 


(1.) f(z-)u=0 


eine lineare homogene partielle Differentialgleichung mit konstanten Koef- 
fizienten. Aus ihrem Erfülltsein folgt, wenn k(x) irgendein Polynom mit 
konstanten Koeffizienten bedeutet, daß auch 














E. Fischer, Modulsysteme und Differentialgleichungen. 49 


NeAlAUEL 


ist, und man erkennt, indem man dies 


Ö Ö 6) Ö 
einmal als / alliean =( und einmal als [x( >) f (2) u=0 
liest, die beiden Grundtatsachen: 
a) Wenn u der Differentialgleichung (1.) genügt, so genügt ihr auch 


jede Funktion ® des Typus v=k(Z-)u; wir nennen solche Funktionen 


v Derivationen von u. (Zu den Derivationen von « gehören hiernach 
auch % und Null.) 
b) Wenn u der Differentialgleichung (1.) genügt, so genügt uw auch 


jeder Differentialgleichung (Z-)u=0, in welcher 9(z) =k(x)f(x) irgend- 


ein durch f(x) teilbares Polynom bedeutet. 

Ist f(x) ein homogenes Polynom mit konstanten Koeffizienten oder, 
wie wir fortan sagen, eine Form, so ist die Differentialgleichung (1.) von 
der Besonderheit, daß in ihren einzelnen Gliedern lauter gleich hohe Ab- 
leitungen stehen. Soll einer solchen Differentialgleichung ein unhomogenes 
Polynom genügen, so müssen die Formen verschiedener Dimension, als 
deren Summe sich das Polynom darstellt, einzeln ihr genügen. 

Wir formulieren für diese besonderen Differentialgleichungen noch 
die weitere Grundtatsache: 

c) Ist f(x) eine Form von der Dimension m, und zieht man nur 
solche Funktionen % in Betracht, welche selbst Formen und zwar von der 
Dimension m+u>m sind, so ist für solche « die Differentialgleichung 
(1.) gleichbedeutend mit dem System 


(2.) PF(>-)u= 0 


von Differentialgleichungen, worin F(xz) alle durch f(x) teilbaren Formen 
von der Dimension m + u durchläuft. 


In der Tat, aus (1.) folgt (2.) nach Grundtatsache b), und umge- 
kehrt aus (2.) d.h., wenn F(x)=k(x) f(x) gesetzt wird, aus Ir (2) (a) u=0 


folgt | 
Kay] = 0. 


worin, da k(xz) alle Formen von der Dimension « durchläuft, das Ver- 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1, 7 














0 E. Fischer, Modulsysteme und Differentialgleichungen. 


schwinden aller einzelnen Koeffizienten der Form u-ter Dimension f (Zi 


eingeschlossen ist, mithin das Bestehen von (1.). 
Ist © irgendeine Menge von Formen, so soll stets mit 
S(p) 
die Menge der Formen p-ter Dimension aus & bezeichnet werden (ein- 
schließlich der Form Null, falls diese in & vorkommt). 
Ist f(x) irgendeine Form, so soll stets unter 
Kx) 
diejenige Form verstanden werden, welche aus f(x) hervorgeht, indem 
man alle Koeffizienten durch ihre konjugiert-komplexen Werte ersetzt. 


$1. Lineare Formenscharen*). 


a) Eine Formenmenge % wird eine lineare Schar genannt, wenn 
sie neben y(xz) und für jede beliebige Konstante c stets auch cp(x) und 
neben y,(z) und Y,(x) gleicher Dimension stets auch y,(2)+Ys(x) enthält. 

Wenn dabei eine Zahl q existiert derart, daß man in %& wohl ein 
System von g, aber kein System von g-+1 linearunabhängigen **) Formen 
finden kann, so heißt % eine endliche lineare Schar und g ihre Stufenzahl. 

Ist 2 eine beliebige lineare Schar, so ist 2(p) stets eine endliche. 

Zwei lineare Scharen A und 3 von Formen einer bestimmten 
Dimension 9 heißen komplementär, wenn sich jede Form p-ter Dimension 
auf eine und nur eine Weise in die Summe einer Form aus X und einer 
Form aus ® zerlegen läßt. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß 
und ® keine Form außer der Form Null gemein haben und daß sich die 
Stufenzahlen von WA und ®3 ergänzen zu der Stufenzahl der aus allen 
möglichen Formen p-ter Dimension bestehenden linearen Schar. 

b) Es seien f(x) und „(x) Formen derselben Dimension p und 
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*) Olebsch, Über eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, Abhandl. 
d. k. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 17 (1872). E. Schmidt, Über die Auflösung linearer 
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Rend. del Circ. mat. di Palermo, 
25 (1908). 

**) Der Begriff der Linearunabhängigkeit von Formen 9Y,(2#),...Y,(2) wird da- 
bei in dem Sinne gebraucht, daß keine Gleichung &9,(@) + -+0,9,(2)=0 mit 
nieht sämtlich verschwindenden Konstanten c,,...c, statthaben soll. 
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Dann ist j 
(z;)P (@) =24,. By. 


-1/ 0 > 
KZ)F@) = 0..." 
Die Formen gleicher Dimension f(z) und „(x) heißen zueinander 
orthogonal, wenn sie die beiden (völlig gleichbedeutenden) Relationen erfüllen: 


f)o@)=0, HlL)te)=0. 
Ist für eine Form f(x) 
FC)ta)=0, 
die Form also orthogonal zu sich selbst, so verschwindet sie identisch. 

Ist U eine lineare Schar von Formen p-ter Dimension und bildet man 
die Gesamtheit ® aller derjenigen Formen p-ter Dimension, welche zu jeder 
Form von A orthogonal sind, so sind A und B komplementäre lineare Scharen. 

Denn ihre Stufenzahlen ergänzen sich zu der Stufenzahl der aus 
allen möglichen Formen p-ter Dimension bestehenden Schar, und sie 
haben ferner wegen der unmittelbar vorangehenden Bemerkung gewiß 
keine von Null verschiedene Form gemein. 

Dabei ist das Verhältnis ein gegenseitiges, indem wiederum W die 
Gesamtheit derjenigen Formen p-ter Dimension ist, die zu jeder Form 
von ® orthogonal sind. 

‚Jede Form p-ter Dimension f(x) besitzt also eine völlig bestimmte 


Zerlegung in die Summe 

(@)=g$(2)+F(e) 
einer Form F(x) aus A und einer zu allen Formen von W orthogonalen 
Form Y(x). Diese Zerlegung kann auch durch die Forderung definiert 


werden, daß F(x) zu A gehören und 
7, ge) - > a,....m 
möglichst klein ausfallen soll. (x) heiße der Ülebschsche Rest von f(x) nach N. 
c) Diese Überlegungen sind einer Verallgemeinerung fähig, von der 
wir hauptsächlich in $6 Gebrauch machen werden. Es sei nämlich eine 
lineare Schar € von Formen p-ter Dimension gegeben; zwei lineare Scharen 
% und 8 von Formen aus CE heißen komplementär in 6, wenn sich jede 
Form von & auf eine und nur eine Weise in die Summe einer Form aus 
% und einer Form aus ® zerlegen läßt; dazu ist notwendig und hin- 


7° 


2 
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reichend, daß WA und 3 keine Form außer der Form Null gemein haben und 
daß sich die Stufenzahlen von WA und ® ergänzen zu der Stufenzahl von C. 

Ist SC eine lineare Schar von Formen p-ter Dimension, UA eine Lineare 
Schar von Formen aus SC und bildet man die Gesamtheit B aller derjenigen 
Formen aus C&, welche zu jeder Form von A orthogonal sind, so sind A und 
B lineare Scharen, welche komplementär in C sind; dabei ist das Verhältnis 
ein gegenseitiges, indem wiederum X die Gesamtheit aller derjenigen Formen 
aus & ist, die zu jeder Form von 3 orthogonal sind. 

Denn wenn die Form f(x) zu & gehört, so gehört ihr nach X ge- 
bildeter Olebschscher Rest (x), als Differenz zwischen f(x) und einer Form 
F(x) aus W, ebenfalls zu C; folglich zu ®. 


S?2. Der Clebschsche Rest nach einem Modulsystem. 
Es seien fi(#),...f„(2) gegebene Formen. Die Gesamtheit N der- 


jenigen Formen F(z), welche sich durch geeignete Wahl von Formen 
Q,(2),... Q,(x) in die Gestalt 

F(z)= Qua) ha) ++ Qua) tele) 
bringen lassen, wird der aus f,(z),...f„(x) abgeleitete Modul genannt. Zwei 
Formen f(x) und y(x), deren Differenz in M liegt, heißen nach dem Modul- 
system fı(%),.../,(x) kongruent: 

(@)=y(z) modd. f(2),....(@). 
Danach verteilen sich alle möglichen Formen in Klassen von unterein- 
ander kongruenten, die Kongruenzklassen; nur die Form Null gehört mehr 
als einer Klasse an, nämlich allen Klassen M(p). Alle Formen einer 
Kongruenzklasse haben gleiche Dimension. 

Unter einem Restsystem nach f,(z),...f,(2) verstehen wir eine 
Formenmenge R, welche aus jeder Kongruenzklasse eine und nur eine 
Form enthält, oder, was dasselbe ist, eine Formenmenge R von der Be- 
schaffenheit, daß sich jede beliebige Form auf eine und nur eine Weise 
in die Summe einer Form von R und einer Form von M zerlegen läßt. 

Ein Restsystem R, welches zugleich eine lineare Formenschar ist, 
nennen wir eine Restschar nach f,(%),.../,(&). Ihr Vorzug vor anderen 
Restsystemen besteht*) darin, daß die zu der Form cg(x), wo c eine Kon- 





*) kurz gesagt in dem zwischen den Elementen von R(») und den Kongru- 
enzklassen p-ter Dimension bestehenden Isomorphismus. — Die Bildung der Begriffe 
Kongruenzklasse, Restsystem, Restschar beruht nur auf der einen Eigenschaft des 
Moduls M eine lineare Formenschar zu sein, 
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stante ist, kongruente Form von ® gerade cw(x) ist, wenn w(x) die zu 
g9(z) kongruente Form von R bedeutet, und daß die zu 9,(%)+9,(x), wo 
9,(2) und g,(z) von gleicher Dimension sind, kongruente Form von R ge- 
rade Y,(x) +Y,(z) ist, wenn y,(z) die zu 9,(2) und w,(x) die zu 9(%) 
kongruente Form von R bedeutet; aus der Klasse M(p) enthält R gerade 
die Form Null, 

Damit nun eine Formenmenge R eine Restschar nach f, (x),...f, (x) 
bildet, ist notwendig und hinreichend, daß R(p) und M(p) für jede Di- 
mension 9 komplementäre lineare Scharen sind. Daher liefert $1b ein 
Mittel, um eine Restschar zu konstruieren. Wir definieren nämlich diese 
spezielle Restschar M durch die Forderung, daß M(p) für jede Dimension 
p gerade die Gesamtheit derjenigen Formen y(x) der Dimension p sein 
soll, welche dem System von Differentialgleichungen 


4/8 
F(5,)92)=0 
genügen, worin F(x) das System M(p) durchläuft. 


Nun ist aber dieses System von Differentialgleichungen zunächst 
mit dem folgenden gleichbedeutend: 


ro 
worin i die Zahlen 1,2,...xz und F,(x) alle durch /,(x) teilbaren Formen 
p-ter Dimension durchläuft, und, da es sich nur um solche Lösungen (x) 


handelt, welche Formen p-ter Dimension sind, nach Grundtatsache c) der 
Vorbemerkungen weiter gleichbedeutend mit dem System 


16) 
K.)e(@)=0, 
worin i die Zahlen 1,2,...x durchläuft: 


Theorem. Die Gesamtheit M derjenigen Formen y(x), welche dem 
System von Differentialgleichungen 


K(2)9@=0, ... .(Z)pte) =0 
genügen, bildet eine Restschar nach f,(x),...f.(). 
Die zu einer beliebigen Form f(x) kongruente Form aus M (also 
nach der Ausdrucksweise des $ 1 den Ülebschschen Rest von /(x) nach 


M(p), wenn p» die Dimension von (x) ist) nenne ich den Olebschschen 
Rest von f(x) nach f,(®),.../.(2). 
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Clebsch hat nämlich die Definition der ‚Normalform der Gleichung 
eines Linienkomplexes‘“ auf die Differentialgleichung 
O®?y(p) Ir O*y(p) ı ö?y(p) 
MP Made Mrs Da 
gegründet, worin ?19,... die Linienkoordinaten bedeuten und also 
PıaPs4 + PısPa2 + Ps Pas = 0 
ist. Clebsch hat aber a. a. OÖ. auch die ebenen Gebilde der et 
Stufen in mehrdimensionalen Räumen behandelt, und sein Beweis für 
Existenz und Eindeutigkeit der Normalform ist so angelegt, daß er sich 
auf das hier behandelte allgemeinere Problem übertragen ließ. 
Andere bekannte Beispiele werden in $ 4 aufgezählt werden. 








$S3. Sätze über Differentialgleichungen. 


Dieser Paragraph steht mit dem Hauptgegenstande dieser Arbeit 
nur in losem Zusammenhange. 
Unter ‚Differentialgleichung‘‘ wird hier ausschließlich eine Gleichung 


HZ) =( verstanden, worin f(x) eine Form ist. 


Satz 1. Damit die a 


(3.) (2 -)u= 0 


eine Folge des Systems von Differentialgleichungen 


(4). h(Z)u=0, .(Z)u=0 


st (d.h. damit jede Lösung u von (4.) auch (3.) befriedigt), «st notwendig 
und hinreichend das Bestehen der Kongruenz*) 
(5.) g(2)=0 modd. fı(z),.../.(z). 

Beweis. Nur die Notwendigkeit der Bedingung bedarf eines Be- 
weises. Und zwar können wir (5.) schon aus der geringeren Annahme 
erschließen, daß alle diejenigen Lösungen von (4.), welche Formen %(x) 
sind und dieselbe Dimension p besitzen wie g(x), auch (3.) befriedigen. 


*) Sie besagt, daß o(Z)u eine Summe von Derivationen der Ausdrücke 


h(z;)%.-- PP (>) ist. Natürlich gibt es ähnliche Sätze für allgemeinere Diffe- 


rentialgleichungen. 
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Diese Formen y(x) sind nämlich genau diejenigen, für welche y (x) 
zu M(p) gehört, wenn wir die Bezeichnungen des $ 2 beibehalten. Die An- 
nahme besagt also, daß g(z) zu allen Formen von M(p) orthogonal ist. 
Daher gehört g(x) zu M(p). 

Bemerkung. Für diesen Beweis ist im Grunde die für $$ 1 und 
2 charakteristische Benutzung des Konjugiert-Komplexen entbehrlich. Die 
Formen y(z) sind nämlich nach Grundtatsache c) der Vorbemerkungen 
genau diejenigen Formen p-ter Dimension, welche dem System von Diffe- 
rentialgleichungen 


genügen, worin F(z) das System M(p) durchläuft. Sie bilden eine lineare 
Schar & von Formen p-ter Dimension, und es ist umgekehrt M(p) genau 
die Gesamtheit derjenigen Formen F(x) p-ter Dimension, welche dem 
System von Gleichungen 
r(z)vi)=0 

genügen, worin w(z) die lineare Schar % durchläuft. Da g(x) diesem 
System genügt, gehört g(x) zu M(p). 

Man kann dabei nicht behaupten, daß M(p) und % komplementär 
wären; dies ist aber für den vorliegenden Zweck eben nicht erforderlich. 

Satz 2. Damit das System von Differentialgleichungen 


(6.) fh )u=0, sah 1.(Z)u=0 
nur Polynome zu Lösungen hat und diese Polynome überdies in keiner Va- 
riablen den Grad u erreichen, ist notwendig und hinreichend, daß die n 
Formen x%,...x% sämtlich nach f,(%),.../,(%) kongruent Null sind. 
Beweis. Die Forderung ist gleichbedeutend mit der anderen, daß 
jede der Differentialgleichungen 


Fu 0 ou 

Om: ’ Och 

eine Folge von (6.) sein soll. Daher folgt die Behauptung unmittelbar 
aus Natz 1. 

Satz 3. Damit es eine solche positive ganze Zahl u gibt, daß die 


Differentialgleichung 
8x7“ 
oa] v0 
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eine Folge des Systems von Differentialgleichungen 


fı (2)u=0, .. .J)u=0 


wird, ist notwendig und hinreichend, daß die algebraische Gleichung mit den 
Unbekannten &,,...% 


(7.) 9(2)=0 
eine Folge des Gleichungssystems 
(8.) h(2)=0, ... (8) = 0 


st (d.h. daß jede Lösung von (8.) auch (7.) befriedigt). 

Bewers. Nach Satz 1 ist zunächst notwendig und hinreichend die 
Existenz einer solchen positiven ganzen Zahl u, daß 

Iy(«)"=0 modd. f,(z),...f.(x) 

wird. Hierzu ist nun die im Satze 3 angegebene Bedingung natürlich 
notwendig: daß sie aber auch hinreicht, ist der Inhalt eines Satzes von 
Hilbert *). 

Satz 4. Damit das System von Differentialgleichungen 


(9.) h(z,)u=0, si .(Z)u=0 
nur Polynome zu Lösungen hat und die Grade dieser Polynome überdies 
unter einer festen Grenze liegen, ist notwendig und hinreichend, daß das 
System von algebraischen Gleichungen 
h()=09, .. „@)=0 

keine von &ı = =2,=0 verschiedene Lösung %,...%, besüzt. 

Beweis. Die Forderung ist gleichbedeutend mit der anderen, daß 
eine ganze positive Zahl « existieren soll derart, daß jede der Diffe- 
rentialgleichungen 





eine Folge des Systems (9.) wird. Daher folgt die Behauptung unmittel- 
bar aus Satz 3. — 


Satz 2 wird vervollständigt durch den folgenden ausführlicheren Satz: 

Satz 2a. Das System (6.) kann nur die beiden folgenden Fälle darbieten: 

I. Unter den Lösungen u gibt es (nicht identisch verschwindende) Formen 
y(x) von jeder Dimension; dann hat man als weitere Lösungen die aus diesen 
y(x) durch Addition entstehenden unhomogenen Polynome; es gibt aber außerdem 
noch Lösungen, die keine Polynome sind. 


*, Math. Ann.. 42. 
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Il. Es gibt eine bestimmte Dimensionenzahl p von der Beschaffenheit, daß 
es unter den Lösungen «u zwar (nicht identisch verschwindende) Formen (x) 
von jeder Dimension <p gibt (falls p>>0 ist), aber keine p9-ter oder noch 
höherer Dimension; dann hat man als weitere Lösungen die aus diesen Y(«) 
durch Addition entstehenden unhomogenen Polynome: damit sind aber in diesem 
Falle alle Lösungen erschöpft. 

Die beiden Fälle I und II lassen sich ferner auch dadurch charakterisieren, 
daß es im Falle I Formen jeder Dimension gibt, die nach dem Modulsystem 
fı(2),...7(2) nicht = 0 sind, im Falle II dagegen solche Formen nur für jede 
Dimension <p vorhanden sind (falls P>>0 ist), während alle möglichen Formen 
p-ter und noch höherer Dimension = 0 sind. 

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

I. Es gibt Formen f(x) von jeder Dimension, die nicht =0 sind. Dann ver- 
schwindet der Clebschsche Rest 9(z) einer solehen Form f(x) nicht identisch, und 
u=g(x) genügt dem System (6... Es gibt also unter den Lösungen % (nicht iden- 
tisch verschwindende) Formen jeder Dimension. 

Ich will zeigen, daß es auch Lösungen gibt, die keine Polynome sind. Hier- 
zu verschaffe ich mir zunächst eine unbegrenzte Folge von (nicht identisch ver- 
schwindenden) Formen 


p0(2), Yılz), Pal), ... 
von steigenden Dimensionen, welche sämtlich :(6.) erfüllen. Dies läßt sich natürlich 


ohne Benutzung eines Auswahlpostulates bewerkstelligen; denn für jede Dimension p 
findet sich unter den Formen #?,... 3 mindestens eine, die nicht = ist, weil sonst 
alle Formen der Dimension n(p—1)+ 1 kongruent Null wären; ich nehme die erste 
von ihnen und als 9,(&) ihren COlebschschen Rest. Ist nun M, das Maximum von 
'p,(#)| für den Bereich 2, <1,... 1*) und sind €,,€,,€a,... solche Konstanten, 
daß die Potenzreihe in z: 
CM, +e, M,2+@Mg2?-+.-- 

für alle Werte von z konvergiert, so ist 

U=LC9Yol2) + EC Yyıl?) + ERPpala) + 
eine Lösung von (6.), die kein Polynom ist. 

II. Es gibt eine Dimension p derart, daß alle möglichen Formen p-ter Di- 
mension =( sind. p sei die kleinste solehe Dimension; alle Formen noch höherer 
Dimension sind dann auch —=(0, von jeder Dimension <p aber (falls 9>>0 ist) hat 
man Formen f(z), die nicht =0 sind, und daher durch Vermittlung ihrer Olebsehschen 
Reste (x) auch (nicht identisch verschwindende) Formen $(#), die dem System (6.) 
genügen. Ferner aber sind insbesondere die Formen #?,...2% kongruent Null, also 


die Differentialgleichungen 
vu_,, du 
A 
Folgen von (6.); daher hat (6.) ausschließlich Polynome zu Lösungen, und da ebenso 


auch alle Differentialgleichungen 








*) oder auch etwa die Summe der absoluten Beträge der Koeffizienten von yp(®). 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. S 
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-( für >p (a + t+a,=0) 





Folgen von (6.) sind, so besitzen die Lösungspolynome nur Potenzprodukte geringerer 
als 9-ter Dimension. 
Korollar. Findet sich für irgendeinen gegebenen Wert p unter den Lösungen 
u von (6.) keine nicht identisch verschwindende Form p-ter Dimension, so kann 
man bereits schließen, daß (6.) nur Polynome als Lösungen hat. 


$ 4. Das algebraische Problem des Fundamentalsystens. 


Es seien f(®),...f,(2) gegebene Formen. Wir setzen ausdrücklich 
voraus, daß keine von ihnen die Dimension Null habe. 

Unter dem aus ihnen abgeleiteten Integritätsbereich 3 verstehen wir 
die Gesamtheit derjenigen Formen g(x), welche sich als ganze rationale 
Verbindungen von f,(&#),.../.(z) mit konstanten Koeffizienten darstellen 
lassen. “% enthält hiernach auch alle Konstanten. 

Definition. Eine lineare Schar 2 von Formen p(x) heißt ein Funda- 
mentalsystem gegenüber f,(&),...f„(2), wenn sie die beiden folgenden Eigen - 
schaften hat: 

I. Jede beliebig vorgelegte Form f(x) ist der Darstellung 

(10.) fx) =91(8) Yı(2) + +9,(2) 9, (8) 
fähig, in welcher g,(z2),...9,(2) Formen aus % und y,(2),...p,(z) 
Formen aus % bedeuten *). 

II. Es gibt keine andere lineare Schar, welche einen Teil von t 

bildete und ebenfalls die Eigenschaft I hätte. 

Es entsteht die Aufgabe, zu gegebenen f,(x),... f(x) ein Fundamen- 
talsystem anzugeben. Die Lösung dieser Aufgabe wird angebahnt durch 
den folgenden Satz: 

Satz 1. Hat von den Formen f,(x),...f,(x) keine die Dimension 
Null, so deckt sich der Begriff eines Fundamentalsystems gegenüber f,(x),...f. (x) 
mit dem Begriff einer Restschar nach f,(z),...f.(x). 

Beweis. a) Wir zeigen zunächst, daß eine lineare Schar & dann 
und nur dann die Eigenschaft I eines Fundamentalsystems besitzt, wenn 
sie aus jeder Kongruenzklasse mindestens eine Form enthält. 





*, Dabei kann natürlich die Anzahl » und sowohl die Auswahl 9,(&),...9,(2) 
aus \} als auch die Auswahl 9,(#),...Y,(2) aus % für verschiedene vorgelegte Formen 
(x) verschieden sein. 
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Wenn nämlich % die Eigenschaft I besitzt, so unterscheiden wir 
in der Darstellung (10.) einer vorgelegten Form f(x) diejenigen Summan- 
den, in welchen die Faktoren g(z) die Dimension Null haben, von den 
übrigen. Die ersteren können wir, da X eine lineare Schar ist, zu einer 
einzigen Form Y(z) aus % vereinigen; die letzteren dagegen sind kongruent 
Null. Es gibt also ın % stets eine Form Y(z), die einer beliebig vorge- 
legten Form f(x) kongruent ist. 

Wenn umgekehrt % aus jeder Kongruenzklasse mindestens eine 
Form enthält, so kann man jede vorgelegte Form f(x) in die Gestalt 

Ka)=9@) +Q (a) ha) ++ Qua) Ft. (@) 

setzen, worin p(z) eine Form aus % ist und Q,(z),...@,(x) Formen sind, 
deren Dimensionen geringer sind als die Dimension von f(x), weil wir 
vorausgesetzt haben, daß keine der Formen f,(z),...f.(x) die Dimension 
Null hat. Verfährt man also mit den Formen Q ebenso, wie hier mit f(x) 
verfahren wurde usf.,, so muß das Verfahren wegen der abnehmenden 
Dimensionen ein Ende erreichen, womit dann eine Darstellung (10.) ge- 
wonnen ist. X hat also die Eigenschaft I. 

b) Wir zeigen weiter, daß eine lineare Schar %, welche die Eigen- 
schaft I eines Fundamentalsystems besitzt, dann und nur dann eine andere 
lineare Schar %,, welche ebenfalls die Eigenschaft I besitzt, als Teil ent- 
hält, wenn es ın % zwei voneinander verschiedene, aber zueinander kon- 
gruente Formen gibt. 

Wenn nämlich eine solche lineare Schar %, vorhanden ist, so sei 
y(z) eine in %, fehlende Form von %. Da %, die Eigenschaft I besitzt, 
so muß es nach dem Teil a) des gegenwärtigen Beweises in %, eine Form 
Yı(x) geben derart, daß Y(x) kongruent y,(z) ist. Es befinden sich also 
in % zwei verschiedene, aber kongruente Formen. 

Wenn sich umgekehrt in % zwei verschiedene, aber kongruente 
Formen befinden, so gehört auch deren Differenz zu 2, da X eine lineare 
Schar ist. Es gibt also in & eine nicht identisch verschwindende Form 
p(x), welche kongruent Null ist. Ihre Dimension sei p, und man kon- 
struiere zu der linearen Schar cyp(z), wo c alle Konstanten durchläuft, 
eine in 2(p) komplementäre ($ 1c) lineare Schar X von Formen aus X(p). 
Vereinigt man nun A mit denjenigen Formen von %, deren Dimension von p 
verschieden ist, so erhält man eine lineare Schar £,, welche ein von 
g* 
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verschiedener Teil von % ıst und ebenfalls die Eigenschaft I besitzt, da 
auch sie aus jeder Kongruenzklasse mindestens. eine Form enthält. 

Korollar. Die Stufenzahl von %(p) ist für alle Fundamentalsysteme 
Y, die man gegenüber denselben Formen f,(z),...f,(2) bilden kann, die- 
selbe. Denn aus Satz 1 folgt, daß %(p) und M(p) komplementäre lineare 
Scharen sind, wobei M wieder den aus f,(2),...f,(x) abgeleiteten Modul 
bedeutet. 

Aus dem Satz 1 folgt nun mit Rücksicht auf $ 2 als eine Lösung 
der gestellten Aufgabe: 

Satz 2. Wenn von den Formen f(x), ... f,(x) keine die Dimension 
Null hat, so bildet die Gesamtheit M derjenigen Formen p(x), welche dem 
System von Differentialgleichungen 


.)r@)=0, ... KlA)o@) = 0 


genügen, ein Fundamentalsystem gegenüber fı(x), ...f,(x). 

Wir betrachten noch besonders den Fall <=1. In diesem Falle 
ist nur eine einzige Form f,(x) gegeben, und ihre Dimension ist 0. 
Der Integritätsbereich 5 besteht nur aus den Potenzen von f,(x), jede 
noch mit einer willkürlichen Konstanten multipliziert. Wegen der Eigen- 
schaften einer linearen Schar kann man daher der Darstellung (10.) 
die Gestalt 

K)=p(l)+ 9 @hlRr)+ + pet 
geben, worin (#2), Pı(%),... Y„(&) Formen aus % sind. Solange nun die 
Form f,(x) und das Fundamentalsystem % festgehalten werden, läßt sich 
die beliebige Form f(x) nur in einer einzigen Weise in diese Gestalt ent- 
wickeln; denn zunächst ist 
Po(@)=I(z) mod. fı(2), 

wodurch 9,(2) wegen Satz 1 eindeutig festgelegt ist; ebenso ist hierauf 
,(z) durch die Kongruenz 


= RE) mod. f,(e) 





festgelegt, usw. Daher ergibt sich nun aus Satz 2: 

Satz 3. Ist f(x) eine gegebene Form, die nicht identisch verschwindet 
und nicht die Dimension Null hat, so läßt sich jede beliebig vorgelegte Form 
f(x) auf eine und nur eine Weise in die Gestalt 





ai 
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(2)=Y(2)+ yıla)fı (2)+ +++ P, («)[f (x)]* 
entwickeln, worın po(%), Pı(%) >... P,(x) Formen bedeuten, die der Differen- 
tralgleichung 
! ha) 
genügen. 
Spezielle Fälle dieses Satzes sind wohlbekannt: 


u ou. Oyu 


a) /ı=2@”+y”+ 2° mit der Differentialgleichung - 0, 





Fur: er: 7- 
b) ı =vu8%ı +++ v,%, mit der Differentialgleichung . +ee.+; en -—0. 
Or, or, OL OVn 
0°? u o®u 


c) i = Ya —%gy, mit der Differentialgleichung =0, oder 


my. ,0yı 
analog für Determinanten beliebigen Grades. 
Wir kommen auf diese Beispiele und auf das in $ 2 angeführte 


noch zurück. 


$ 9. Das Differenzenprodukt P von » Variabeln. 


Wir wenden die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf ein spezielles 
Beispiel an. 
Es seien 0,(2),... o,(x) die elementaren symmetrischen Funktionen 
VON Zi5+..%, d.h. es sei identisch in 4: 
(1+42,).++(1+4%,)=1+40,(2)A+.+-+0,(2)4". 
Der aus ihnen abgeleitete Integritätsbereich ‘| besteht aus allen sym- 
metrischen Formen S$(xz). Das System von Differentialgleichungen *) 


1) Ö 
,(;)u=0, 2 0,(5,)u=0 
lautet ausführlich geschrieben: 
| ee 


Fr ou ou O’u 
(11.) ) öx,0%, ui Or, Org hi Or, 0%, 28 dd 





"u 
OR, Ökg** Od 


*, Es ist natürlich gleichbedeutend mit dem System von unendlich vielen 
Differentialgleichungen A 
S (>-) u=0, 


worin $(x) alle symmetrischen Formen durchläuft, deren Dimension > 0 ist. 


=(, 
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Hıilfssatz a). Das Differenzenprodukt 
P= II (2;—%,) 


aß 
ıst eine Lösung des Systems (11.) von Differentialgleichungen. 
Beweis. Die Behauptung kann zusammengefaßt werden in die 
Identität ın A 


16) (6) 
Hat) P=P- 
Um diese zu beweisen, vollziehe ich an 
l, %; ... %ı 


l, En; ... we 


zuerst die Operation 1a S_ und erhalte 
1 


1, +4,..22"+4(n—1)u” 


Ara: Pe rn ig 
ET en 
Er Teen 


hierauf vollziche ich ühalich 1-44 = usw,, und erhalte ssbliellich 


1, +A,... 27" +4(n— 1)” 


432 , (1442) P= 5 len a Biere En 5 6 
. f 1, +%,.. "7 +4n —1)ad 
1,2, ie 


Dur ME «. 

Satz 1. Die einzigen Lösungen des Systems (11.) von Differential- 
gleichungen sind die Derivationen des Differenzenprodukts P. 

Beweis. Wir haben zwei lineare Scharen von Formen zu be- 
trachten: die Schar % aller Formen, welche das System (11.) befriedigen, 
und die Schar %, aller Formen, welche Derivationen von P sind. Aus 
Hilfssatz a) folgt, daß %, ein Teil von % ist, und es wird (nach $ 3, 
Satz 2a Korollar) Satz 1 vollständig bewiesen sein, wenn es zu zeigen 
gelingt, daß %, mit % identisch ist*). 





*) Statt $ 3 heranzuziehen, könnte man sich einfach bei der Formulierung 
des zu beweisenden Satzes 1 selbst auf Lösungen beschränken, welche Formen sind: 
für unsere Zwecke würde der so modifizierte Satz dasselbe leisten. 





> MEER 2 VE cn GES \ on) 
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Um dies zu erkennen, bedenken wir, daß £ ein Fundamentalsystem 
gegenüber o,(2),...0,(x) bildet. Wir ziehen nun ein anderes gegenüber 
0,(%),...0,(x) gebildetes Fundamentalsystem %’ zum Vergleich heran, 
nämlich das Cauchy-Kroneckersche, bestehend aus allen Formen, welche 
das System von Differentialgleichungen 


ou ou "U 
ge Tau ... ur 
erfüllen, d.h. in 2,,%,...2, bzw. die Grade 0,1,...»—1 nicht über- 


schreiten. 

Die Stufenzahlen von 2(p), %’(p), %ı(p) mögen bzw. mit /(p),!’(p), 
!,(p) bezeichnet werden. 

Dann ist zunächst 


"(p)=1(p) 
(nach $ 4, Satz 1 Korollar), und 


da £, einen Teil von & bildet. Wir wollen nun noch 7’(p) und /,(p) 
vergleichen. 

V’(p) ist gleich der Anzahl der Potenzprodukte p-ter Dimension 
unter den Potenzprodukten 

(12.) 05°. an, (a3=0;03=0,1;...a,=0,1,...n—1) 
l,(p) ist mindestens gleich der Anzahl der linearunabhängigen Formen 
p-ter Dimension unter den Formen 
Ja+.-+a,p 

Er 
Um die letztere Anzahl zu finden, ordnen wir zunächst P selbst steigend, 
nennen also in üblicher Weise das Potenzprodukt x4'...z“" höher als das 
Potenzprodukt z7'-.-2/, wenn von den Differenzen u,—rv,,... u,—v, die 
erste nichtverschwindende positiv ist. Dann beginnt ?P mit dem Anfangs- 
gliede*) x123---24"; und da bei gliedweisem Differenzieren die nicht in 
Wegfall kommenden Glieder in steigender Ordnung verbleiben, beginnen 


die Formen (13.) mit den nichtverschwindenden Anfangsgliedern 
gran... gt 


Oraı Oxe: ... oran 
die erstens alle untereinander verschieden und zweitens, abgesehen von 





(13.) 


(a=0:;0,=0,1;... ay=0,1,...0—1) 





’ 





*), Man kann auch zeigen, daß P=r! r!...a%71 modd. o,(2)....0o,(x) ist. 
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der Reihenfolge und von Zahlenfaktoren, mit (12.) identisch sind. Nun 
sind steigend geordnete Formen mit lauter verschiedenen Anfangsgliedern 
notwendig linearunabhängig, es ist also die Anzahl der linear unab- 
hängigen Formen p-ter Dimension in (13.) genau so groß wie in (12.). Man 
hat daher das Ergebnis 


I, P)>Y(p). 
Die gewonnenen drei Aussagen zusammengenommen ergeben nun: 


p)=I(p=L(p), 
und da mit der Gleichung /,(p)=!(p) zugleich die Identität von &, mit 
x dargetan ist, so ist damit der Satz bewiesen. 

Es folgt unmittelbar: 

Satz 2. Die Gesamtheit derjenigen Formen, welche Derivationen des 
Differenzenprodukts P sind, bildet ein Fundamentalsystem & in bezug auf den 
Integritätsbereich der symmetrischen Formen *). 

Es erscheint wünschenswert für den Satz 1 einen direkten Beweis 
zu haben, unabhängig vom Begriff des Fundamentalsystems. Zunächst 
erkennt man: 

Hilfssatz b). Das System (11.) hat nur Polynome zu Lösungen, 
und dieselben erreichen in keiner der Variablen den Grad n. 

Beweis. Da das algebraische Gleichungssystem 

o,(2)=0, ... 0,(2)=0 
nur die Lösung z,=---2,=0 hat, würde schon aus Satz 4 des $ 3 folgen, 
daß das System (11.) bloß Polynome zu Lösungen hat und deren Grade 
in den einzelnen Variablen unter einer festen Grenze u liegen. Um aber 
auch zu erkennen, daß gerade u=n genommen werden kann, müssen wir 
davon Gebrauch machen, daß 
20, (0) + +1)" 0,(@)=0 
und daher 
ı#=0 modd. 0o,(2),... 0,(%) 
und desgleichen 3=0,... &#=0 ist, worauf die Behauptung unmittelbar 


aus Satz 2 des $ 3 folgt. 





*) Dieses Fundamentalsystem 2 erfüllt — im Gegensatz zu dem Cauehy- 
Kroneckerschen X’ — die angesichts der völlig symmetrischen Fragestellung berechtigte 
Forderung der Symmetrie: 2 als Ganzes geht bei Permutation der Variablen in. sich 
über. Ein weiterer Vorteil wird sich in $ 7 zeigen. 





u... 
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Unter Benutzung der Hilfssätze a) und b) wäre nun ein direkterer 
Beweis für Satz 1, als es der oben gegebene ist, zu versuchen. Einen 
solchen fand J. Schur, dem ich die Hilfssätze a) und b) als bewiesen, 
den Satz 1 aber noch im Stadium der Vermutung mitgeteilt hatte. Mit 
seiner freundlichen Erlaubnis bringe ich diesen eleganten Beweis hier 
zum Abdruck: 


„Gegeben ist das System der Differentialgleichungen 








n ou n ou "u 
(B4) FR 7A „Br Ola O%p nn BE EI TRRERE: "ri 


G>a) 
Zu beweisen ist, daß jede Lösung u eine lineare Verbindung der Ab- 


leitungen von 


n 


P= (%,—%,) 





aß=1 
(> u) 
ist. — Zum Beweis nehme ich an, der Satz sei richtig für das analog 
gebildete System in n—1 Variabeln 
" Du u. =. or-iy 
(8-1) = Or, aa m > OXa OL wg: un OR, Oz Om v. 


G>a) 
Nun wissen wir schon, daß jede Lösung u von (S,) ein Polynom ist, das 
in bezug auf x, höchstens vom Grade n—1 ist. Es sei 

uerv+aTvVte., 0+0,»<n-ı) 
Indem wir dies in die Gleichungen ($,) einsetzen und die Koeffizienten 
von x] gleich Null setzen, erkennen wir, daß die Funktion v der Variabeln 
%g,%g,...%, den Gleichungen (S,_,) genügen muß. Auf Grund unserer 
Annahme dürfen wir also schließen, daß v eine lineare Verbindung der 


Ableitungen von 
Q na 1 ( IL, %;) 


sein muß. Es ist aber 


P=(,—2) (4 —2) (1 —2,)Q, 
und also 


1 On—1-»Pp i nad di 
(n—1)--- (v+1) Har-1- + =uQ +" +. 


Wir können nun eine lineare Verbindung % der Ableitungen dieser Funk- 


tion nach 2,,%,,... bilden, die genau die Form 
u=rhv+ I T0+.. 





erhält. Dann wird 
u_-u=rlwt+t.-. << 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 9 
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In genau derselben Weise bildet man eine lineare Verbindung % der Ab- 
leitungen von P, sodaß 2 | 

u—_uU-u=al"s+..- "<r) 
wird usw. Da dieses Verfahren einmal abbrechen muß, so ergibt sich, 
daß u in der Form u+u-+... darstellbar ist, wo %,u,.+». lineare Ver- 
bindungen der Ableitungen von P sind.“ 


$ 6. Begriff und Theorie des Formenstaates. 

Die vorgetragenen Untersuchungen sind einer Verallgemeinerung in 
der Richtung fähig, daß man einem geeignet gegebenen Formenbereich 9 
die Rolle zuweist, die bisher die Gesamtheit aller möglichen Formen 
gespielt hat. 

Eine Formenmenge 9 heißt ein Staat, wenn sie 1) alle Konstanten, 
2) neben h,(x) und A,(x) gleicher Dimension stets auch Ah,(z)+h,(z), 
3) neben A(x) und k(x) stets auch | | 

k(z):h(@) und & (5)-h(e) 

enthält*). 

Sind f(2),.../„(z) gegebene Formen, so gibt es immer einen 
kleinsten sie umfassenden Staat **). eig | 

Die Brauchbarkeit des Begriffes Formenstaat beruht auf dem 
folgenden Lemma, welches einen Ersatz für Grundtatsache c) der Vorbe- 
merkungen bildet. | 

Lemma. Ist f(x) eine Form m-ter Dimension aus dem Staate 9 
und „(x) eine Form von der Dimension m+u>m aus 9, so hat das 


e) 


Bestehen des Systems von Gleichungen 


=/0\77;,0 
(14.) k(,)I 2) 9 (0) =0, 
worin k(z) alle Formen w-ter Dimension aus $ durchläuft, das Bestehen 


der Gleichung 





*) Beispiele: a) der aus 3,(2)=27+x23+--- +: abgeleitete Integritätsbereich 
bildet einen Staat; b) der aus ,(2)=2? +23 #.-- +3 undo,(2)= 2,25 +2,15 + 2g03+ +» 
abgeleitete Integritätsbereich bildet einen Staat; c) der aus a: ,2%,...2,” abgeleitete 
‚Integritätsbereich, worin m, , m,,...m„ gegebene nichtnegative ganze Zahlen sind, 
bildet einen Staat; d) vgl. $ 7. 

**) Man könnte ihn auch „den aus f,(x),...„(2) abgeleiteten Staat‘ nennen 
und ihn direkt, ohne den allgemeinen Begriff: des Staates einzuführen, definieren, 
ähnlich wie es in $$ 2 und 4 mit den Begriffen Modul und Integritätsbereich ge- 
halten wurde. 








vw. 
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ai re) : 
(15.) F(3;)9(@)=0 
zur Folge. 
Beweis. Die Form 


fo 
h(@)-1()P(2) 
hat die Dimension « und ist, nach dem Begriff eines Staates, selbst eine 


Form von 9. Daher gehört h(z) zu denjenigen Formen, welche &k(x) 
durchläuft. Aus der Annahme (14.) folgt daher im besonderen, daß 


h (Zyha)=0 
sein muß, mithin h(z)=0 oder (15.). — 

a) Unsere nächste Aufgabe ist nun die Übertragung der Über- 
legungen des $ 2 auf einen gegebenen Staat 9. 

Es seien f,(z),... f(x) gegebene Formen aus dem Staate 9. Wir 
gebrauchen die Bezeichnungen M und M im Sinne des $ 2 und verstehen 
unter N, bzw. M, die Gesamtheit der zu 5 gehörigen Formen aus M bzw. 
M. Von M, und M, vorläufig wohl zu unterscheiden sind nun die Formen- 
mengen M’ und M’, die wie folgt definiert werden. 

M’ soll die Gesamtheit derjenigen Formen F(z) sein, welche sich 
durch geeignete Wahl von Formen k,(2),...k,(2) aus 9 in die Gestalt 
Fa)=k()fy(@)+ + k,(e) tele) 
bringen lassen. Dagegen wird M’ durch die Forderung definiert, daß M’(p) 
für jede Dimension p gerade die Gesamtheit aller derjenigen Formen von 
S(p) sein soll, welche zu jeder Form von M’(p) orthogonal sind. Nach 
$ 1 c) sind daher M’(p) und M’(p) in H(p) komplementär. Nach diesen 

Definitionen hat man jedenfalls 
MP) <ZM(p) SWp), 

mithin 

MP -=Mslp), 
da M,(p) die Gesamtheit derjenigen Formen von $(p) ist, welche zu jeder 
Form von M(p) orthogonal sind. Also ist: 

MM, MM;. 

Wir behaupten nun zunächst: 
M=M,. 

In der Tat ist M’(p) die Gesamtheit derjenigen Formen p(x) aus H(p), 


welche dem System von Differentialgleichungen 
9* 
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Tr 0Oı\yL 9 

EAREI TAN 
genügen, worin ‘ diejenigen Zahlen der Reihe 1,2,...z durchläuft, für 
welche die Dimension m, von f;(z) nicht größer als p ist, und k,(z) das 


System 9(p—m;,) durchläuft; nach dem Lemma folgen aber daraus die 
Differentialgleicbungen 


Ka)n=0 


(= 1,2,...”), womit die Identität von M’(p) und M,(p), also auch die 


von M’ und M, dargetan ist. 
Wir behaupten weiter : 
MW=N,. 

Denn es sind M’(p) und M’(p) in H(p) komplementär, 

RPM<NLP), 

M’(p)=M;(p); 
und M,(p) und M,(p) sind lineare Scharen innerhalb $(p), die keine Form 
außer Null gemein haben; daher kann M,(p) nicht größer als M’(p) sein, 
und es ist also W=M,. 

Dieses Ergebnis N,=M’ liefert den Satz: 

Satz 1. Besteht zwischen Formen f, (x) ,...f,(x) und f(x) die Kongruenz 

@)=0  modd.f, (a)... I.(2), 
so gibt es immer eine Darstellung 

M2)= Q (Jh (+ +9.) 
von der Beschaffenheit, daß Q,(z),... Q,(x) dem kleinsten die Formen 
hı(@),... f,(2) und f(x) umfassenden Formenstaate angehören*). 

Ferner lehrt das Ergebnis N,=WM,M,=M’, daß M,(p) und M,(p) 
in 9(p) komplementär sind. Um dies als Theorem formulieren zu 
können, führen wir den Begriff einer Restschar für 9 ein. 

Sind f(x),.../,(x) Formen aus dem Staate $, so verstehen wir 
unter einer Restschar für $9 nach fı(z),.../,(x) eine solche lineare Schar 
NR von Formen aus 9, daß sich jede Form von 5 auf eine und nur eine 


Weise in die Summe einer Form von R und einer nach dem Modulsystem | 


fı(&),.../„(&) der Null kongruenten Form zerlegen läßt. 
Theorem. Sind fı(x),...f,(z) Formen aus dem Staate 9, so bildet 


die Gesamtheit derjenigen Formen yY(xz) aus 9, welche dem System von 
Differentialgleichungen 





*) Zur weiteren Durcharbeitung dieses Satzes vgl. $ 9. 
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A)rwm=0, ... Ll)pe)=0 
genügen, eine Restschar für 9 nach f(x), ... f,(x). 
Aber mit der Zerlegung einer Form f(x) aus 9 in 
(&)=Y(2)+F(e), 
worin p(x) aus M, und F(z) aus M, entnommen ist, hat man zugleich 
eine Zerlegung in die Summe einer Form aus M und einer Form aus N 
gewonnen, und da es nur eine solche gibt, muß „(x) zugleich der 
Olebschsche Rest von f(x) im Sinne des $ 2 sein: 

Satz 2. Der Clebschsche Rest einer Form f(x) nach den Formen 
fı(®),... f(x) gehört dem kleinsten die Formen fı(x),.../.(x2) und f(x) 
umfassenden Formenstaate an. 

bp) Nunmehr hat es keine Schwierigkeit, auch die Resultate des $ 4 
auf einen gegebenen Staat 9 zu übertragen. 

Satz 3. Hat von den Formen f,(x),...f.(2) keine die Dimension 
Null, so kann eine Form f(x) immer in die Gestalt 

f(®) = 91(8) Yı(z) + +9,(8) p, (2) 
gesetzt werden, worin die Formen g,(%),... g9,(x) dem aus f,(x),...f,(x) ab- 
geleiteten Integritätsbereich angehören, die Formen Y,(%),... p,(x) aber solche 
Lösungen des Systems von Differentialgleichungen 


A(z)u=0, er .(Z)u=0 
sind, welche dem kleinsten die Formen f,(x),...f,(z) und f(x) umfassenden 
Formenstaate angehören. 

Sind f,(x),...f,(x) Formen aus einem gegebenen Formenstaate 9 
und hat keine von ihnen die Dimension Null, so verstehen wir unter einem 
Fundamentalsystem für 59 gegenüber f,(x),... f(x) eine lineare Schar % von 
Formen aus 9, welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzt: 

I. Jede Form f(x) aus 9 läßt sich in die Gestalt 

Ka) =9 (a) ya) ++ +9,(2)9, (2) 
setzen, worin 9,(%),...g,(x) Formen aus dem aus f, (x), ... /,(z) abgeleiteten 
Integritätsbereich und 9,(%),... g,(x) Formen aus % sind. 

II. Es gibt keine andere lineare Schar, welche einen Teil von 2 
bildete und ebenfalls die Eigenschaft I hätte. 

Satz 4. Sind f,(x),...f,(x) Formen aus dem gegebenen Staate & 
und hat keine von ihnen die Dimension Null, so deckt sich der Begriff eines 
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Fundamentalsystems für 9 gegenüber f,(2),... f.(2) mit dem Begriff einer 
Restschar für 9 nach f(x), ... f(x). 

Satz 5. Sind f(z),... f.(x) Formen aus dem gegebenen Staate & 
und hat keine von ihnen die Dimension Null, so bildet die Gesamtheit A 
derjenigen Formen y(x), welche dem System von Differentialgleichungen 


h(Z)9@=0, . .()y@)=0 
genügen und dem Staate 9 angehören, ein Fundamentalsystem für 9 gegen- 
über f(x), ... (8). 

Ein besonderer Vorzug der hierdurch gewonnenen Fundamental- 
systeme A liegt in folgender Eigenschaft. Der Formenstaat 9 sei ein 
Teil eines anderen Formenstaates 9, (es sei z. B. $, die Gesamtheit aller 
möglichen Formen). Bilden wir auch für 9, das durch Satz 5 gegebene 
Fundamentalsystem A, gegenüber f,(®),...f,(z), so hängen A und A, sicht- 
lich in der einfachen Weise zusammen, daß A die Gesamtheit der zu 9 
gehörigen Formen von A, ist. Von dieser Bemerkung werden wir im 
folgenden Paragraphen Gebrauch machen. 

c) Nebenbei sei noch erwähnt, daß sich auch Satz 1 des $ 3 auf 


Formenstaaten übertragen läßt. 
Satz 6. Weiß man, daß die Differentialgleichung 


6) 
(5,)u=0 
erfüllt ist für alle diejenigen Lösungen u des Systems von Differential- 
gleichungen 


(zZ) 0, 1.(Z)u=0, 


welche Formen aus dem kleinsten die Formen f,(x),...f,(x) und g(x) um- 
fassenden Staate sind, so genügt dies bereits, um auf das Bestehen der Kongruenz 
g()=0 modd. fı(a),... (2) 


schließen zu können. 

Denn g(x) ist eine Form des kleinsten die Formen f, (x), ... /,(z) 
und g9(z) umfassenden Staates 5 und orthogonal zu allen Formen von M, (p), 
wenn » die Dimension von g(x) bedeutet. Daher gehört g(z) zu N,(p). 


$%. Fortführung der Untersuchung über das Differenzenprodukt. 


Ein Beispiel eines Formenstaates bildet die Gesamtheit $ derjenigen 
Formen, welche bei einer gegebenen Gruppe @ von Permutationen der 
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Variablen &,,...2, identisch ungeändert bleiben oder, wie man sagt, die 
Gruppe @ gestatten. 

Um daher ein Fundamentalsystem für 9 gegenüber den elementaren 
symmetrischen Formen o,(2),... 0,(%) (85) zu gewinnen, genügt es (nach 
$6 b) aus dem in $ 5 Satz 2 aufgestellten Fundamentalsystem & die zu 9 
gehörigen Formen herauszugreifen : 

Satz. Die Gesamtheit N derjenigen homogenen Derivationen des Diffe- 
renzenprodukts P, welche die gegebene Permutationsgruppe @ gestatten*), bildet 
ein Fundamentalsystem für die Gesamtheit 9 aller die Gruppe @ gestatten- 
den Formen gegenüber den elementaren symmetrischen Formen 0,(2),... 0,(2). 

‘ Diesen Satz kann man auch unabhängig von der allgemeinen Theorie 
des Formenstaates begründen. Hierzu ist zweierlei darzutun: 

I. jede Form h(z) aus 9 läßt sich in die Gestalt 

h(2)=S, (2) (8) + +8,(2) p,(@) 
bringen, wo #8,(2),...S,(z) symmetrische Formen und 9,(%), ...y,(z) 
Formen aus A sind; 

II. es gibt in A keine von Null verschiedene Form, die modd. 
0,(2),... 0„(&) kongruent Null wäre. ' 

Zum Beweise von I setzen wir zunächst nach $5 

h(2)=S, (2) yı(2) + +S8,(2)y,(e), 
wo 8,(2),... S,(x) symmetrische Formen und y,(z),... w,(x) Formen aus 


@ bedeuten; hieran vollziehen wir eine Permutation zn aus @, wodurch 


v 


y,(x) in w,(x), übergehe, und summieren über die r Permutationen n von 6; 
dann entsteht, wenn wir 
pa)= Eule), 
setzen, die Gleichung 
rh(2)=8,(2) (2) ++ +9,(2)9, (2). 





*, Wünscht man auch zu überblicken, wie eine Form (x) beschaffen sein 
muß, damit die Derivation % (Z-)P von P die gegebene Gruppe @ gestattet (und 
auch, wann zwei verschiedene Formen w(z) dieselbe Derivation von P ergeben), so 
wird man auf die Frage geführt, für welche Formen 9 (2) die Gleichung »(Z-)P=0 
besteht. Nun besagt diese Gleichung, daß alle Lösungen « von (11.) auch der Diffe- 
rentialgleichung o(2-)u=0 genügen. Nach Satz 1 des $3 lautet daher die Ant- 
wort: g(&)=(0 modd. o,(%),... m (X). 
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Nun erhellt ebensowohl aus der Definition von & als der Gesamtheit der 
homogenen Derivationen von P wie aus der Definition von & als der Ge- 
samtheit aller den symmetrischen Differentialgleichungen (11.) in $5 ge- 
nügenden Formen, daß w,(z), ebenfalls zu 2 und daher „,(x) zu A gehört. 

Hingegen ergibt sich II unmittelbar aus dem Umstande, daß A ein 
Teil von %& ist und für & die entsprechende Eigenschaft schon feststeht. 

An den letztgenannten Umstand knüpfen wir auch die Vergleichung 
dieser Untersuchungen mit denjenigen, welche Kronecker im $ 12 der „‚Fest- 
schrift‘‘*) angestellt hat. Würde man nämlich in der vorstehenden Ent- 
wicklung statt des Fundamentalsystems & aus $5 das Cauchy-Kronecker- 
sche % aus $5 zugrunde legen, so erhielte man eine lineare Schar A’ aus 
9, die keineswegs ein Teil von &’ ist, und die zwar I, nicht aber II er- 
füllt. Um also zu einem Fundamentalsystem zu gelangen, hätte man, wie 
es Kronecker auch wirklich tut, noch die Aufgabe zu lösen A’ weiter zu 
reduzieren, eine Aufgabe von ähnlicher Natur wie die ursprüngliche. 

Die verschiedenen Fundamentalsysteme, die es zu einer und der- 
selben Gruppe @ von r Permutationen gibt, haben natürlich alle die gleiche 


Stufenzahl v. Kronecker hat nun den Satz aufgestellt: 
n! 


v=— 


r 
Dies kommt, da man bekanntlich die Gesamtheit der @ gestattenden ratio- 
nalen Funktionen von z,,...x, als einen algebraischen Körper vom Grade 


i 
— über dem Körper der symmetrischen rationalen Funktionen betrachten 


kann, auf folgende Eigenschaft eines solchen Fundamentalsystems A* hinaus: 
Zwischen Formen %,(2),...p,(x) aus A*, welche keiner Relation 
pl) + +0,p,(2)=0 
mit nicht sämtlich verschwindenden Konstanten c,,...c, genügen, besteht 
auch keine Relation 
S(2) Yıl@) +++ +8,(2) 9u(2) =0 

mit nicht sämtlich verschwindenden symmetrischen Formen $; (2), ... 8, (2). 
Diese Eigenschaft erkennt man aber besonders bequem gerade an unserem 
Fundamentalsystem A, Denn da A ein Teil von & ist, brauchen wir nur 
für % diese Eigenschaft nachzuweisen, d. h. die Giltigkeit der Kroneckerschen 
Behauptung für den in $5 betrachteten Fall, daß r=1 und 9 die Ge- 





*) Bd. 92 dieses Journals. 





gt 


al 
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Daß aber für diesen Fall wirklich 
y=n! wird, zeigt ein Blick auf das Cauchy-Kroneckersche Fundamental- 
system ®. 

Nimmt man, als Beispiel, für @ die alternierende Gruppe von 


samtheit aller möglichen Formen ist. 


zer Permutationen, so wird v=2; folglich kann es keine anderen @ 


gestattenden Derivationen des Differenzenprodukts P geben als c und cP, 

wo c eine willkürliche Konstante bedeutet, und man kommt also direkt 

auf den bekannten Satz zurück, daß jede ‚‚zweiwertige‘‘ Form in der Gestalt 
S (2) +8,(2) P 


mit symmetrischen Formen $,(x) und S,(x) darstellbar ist. 


$ 8. Moduln und Antimoduln. 


Dieser Paragraph enthält eine formale Ausgestaltung der Theorie, 
verbunden mit einigen Vervollständigungen *). 

1. Die Definition eines Formenstaates und das Lemma nehmen 
wir aus $ 6 herüber. 


Unter einem Modul ım Staate 9 Unter einem Antimodul im Staate 








verstehen wir eine Formenmenge aus | 


9, welche neben f(x) und für jede 
Form h(z) aus 9 stets auch die 
Form h(x)/(z) und neben den For- 
men gleicher Dimension f,(x) und 
f»(x) stets auch die Form f, (2) + f, (x) 
enthält. 


Nennen wir nun die Forderung 





5 verstehen wir eine Formenmenge 
aus, welche neben p (x) und für jede 
Form h(z) aus 9 stets auch die Form 


(2) Y (x) und neben den Formen 


gleicher Dimension y,(x) und (x) 
stets auch die Form y,(z) + 3 (&) 
enthält. 


()ra) = 0 


eine Differentialgleichung, wenn f(x) | 
| p(x) gegeben und f(x) gesucht ist, 


gegeben und „(x) gesucht ist, 


eine Antidifferentialgleichung, wenn 


so können wir zunächst folgende Sätze und Definitionen einander gegen- 


überstellen: 





*) Um Mißverständnissen vorzubeugen, sei bemerkt, daß die Wahl der Buch- 


staben nicht mit $ 6 korrespondiert. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 


10 
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Die Gesamtheit derjenigen Formen aus dem Staate H, welche dem System 


F(2-)pa) = 0 


von Differentialgleichungen genügen, 
worin f(x) ein gegebenes System © 
von Formen aus 9 durchläuft, bildet 
einen Antimodul in $, der vorläufig 
als der lösende Antimodul in 9 des 
Systems © bezeichnet werden soll. 
Dabei besitzen aber $ und der 
kleinste & umfassende Modul in 9 
stets denselben lösenden Antimodul 


in 9, 





von Antidifferentialgleichungen ge- 
nügen, worin (X) ein gegebenes 
System Z von Formen aus 9 durch- 
läuft, bildet einen Modul in 9, der 
vorläufig als der lösende Modul in $ 
des Systems £ bezeichnet werden 
soll. Dabei besitzen aber £ und 
der kleinste X umfassende Antimo- 


dul in 9 stets denselben lösenden 
Modul in 9, 


wie man aus den Grundtatsachen a) und b) der Vorbemerkungen erkennt, 
und es ist daher nur eine Vereinfachung der Ausdrucksweise, wenn wir 
statt beliebiger Systeme © bzw. £ aus 5 sofort Moduln bzw. Antimoduln 


in 5 zugrunde legen. 


Vermöge des Lemmas können dann die vorstehenden Definitionen 


umgeformt werden: 

Der lösende Antimodul M in 9 
eines gegebenen Moduls M in 9 kann 
auch durch die Forderung definiert 
werden, daß M(p) für jede Dimen- 
sion p gerade die Gesamtheit der- 
jenigen Formen aus $(p) sein soll, 
welche zu jeder Form von M(p) 
orthogonal sind. 





Der lösende Modul M in 9 eines 
gegebenen Antimoduls M in 9 kann 
auch durch die Forderung definiert 
werden, daß M(p) für jede Dimen- 
sion p gerade die Gesamtheit der- 
jenigen Formen aus S$(p) sein soll, 
welche zu jeder Form von M(p) 
orthogonal sind. 


Aus diesen umgeformten Definitionen erhellt zunächst die Gegen- 


seitigkeit: 
Der lösende Modul in 9 des 
lösenden Antimoduls in 9 eines ge- 


gebenen Moduls M in H ist M selbst. 





Der lösende Antimodul in H des 
lösenden Moduls in 9 eines gegebe- 
nen Antimoduls M in 5 ist M selbst. 


Es ordnen sich daher die Moduln M und Antimoduln M in einem 
Staate 9 in Paare (M,M), deren beide Elemente sich gegenseitig als lösend 
bestimmen und fortan reziprok in 5 heißen mögen. 
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Zugleich erhellt noch, da M(p) und M(p) in H(p) komplementär sind, 


der Satz: 


Biden M und M ein reziprokes Paar im Staate 9, so läßt sich jede 
Form h(x) aus 9 auf eine und nur eine Weise in die Summe 
h(z) = Fa) +9 (a) 
einer Form f(x) aus M und einer Form p(x) aus M zerlegen. 
2. Unter einem Modul*) bzw. Antimodul schlechthin verstehen wir 
einen Modul bzw. Antimodul in dem aus allen möglichen Formen bestehenden 


Staate und beziehen auch die Benennung reziprok schlechthin auf diesen Staat. 
Zwischen diesen Begriffen und den früheren, auf einen gegebenen 
Staat 5 bezüglichen, besteht aber ein einfacher Zusammenhang. 


Es sei (M,M) ein reziprokes Paar in 9. 


Ist nun M’ der kleinste 


M umfassende Modul schlechthin, M’” der kleinste M umfassende Antimodul 
schlechthin, so besteht nach den Grundtatsachen a) und b) der Vorbemer- 
kungen für jede Form f(x) aus M’ und jede Form p(z) aus M” die Gleichung 


KZ)p@) =0. 


Daraus folgt insbesondere für die Gesamtheit 


M, der zu 5 gehörigen Formen von 
M, daß jede Form aus M;(p) or- 
thogonal ist zu jeder Form aus M(p) 


und daher 

M,=M 
sein muß: 
Jeder Modul im Staate 9 kann auf- 
gefaßt werden als die Gesamtheit 
der zu 5 gehörigen Formen aus dem 
kleinsten ihn umfassenden Modul 


schlechthin. 





M, der zu & gehörigen Formen von 
M’, daß jede Form aus My(p) or- 
thogonal ist zu jeder Form aus M(p) 


und daher 
Ms; =M 
sein muß: 


Jeder Antimodul im Staate $ kann 
aufgefaßt werden als die Gesamt- 
heit der zu $ gehörigen Formen aus 
dem kleinsten ihn umfassenden An- 
timodul schlechthin. 


Und da umgekehrt die Gesamtheit der einem Modul bzw. Antimodul schlecht- 
hin und einem Staate $ gemeinsamen Formen gewiß einen Modul bzw. 


Antimodul in 9 bildet, so ergibt sich: 


Der Begriff eines Moduls bzw. Antimoduls in einem Staate 5 deckt 
sich mit dem Begriff der Gesamtheit derjenigen Formen, welche ein Modul 
bzw. Antimodul schlechthin mit dem Staate 5 gemein hat. 





*) Hilbert, Mathem. Ann. 36. 
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Ist noch M’ der reziproke Antimodul schlechthin zu M und M” 
der reziproke Modul schlechthin zu M’”’ und bezeichnet man mit M, bzw. 
My, die Gesamtheit der zu 5 gehörigen Formen aus M’ bzw. M’”’, so muß 
nach den Grundtatsachen a) und b) der Vorbemerkungen M,=M und 
MN, = M sein, so daß man zusammenfassend erhält: 


MN= Mi = Mi 
und daher in 
(MG; » M}) 


Es sei (M’, M’) ein reziprokes Paar 
schlechthin und M, bzw. M, die Ge- 
samtheit derjenigen Formen, welche M’ 
bzw. M’ mit einem gegebenen Staate 9 
gemein haben. Falls nun der kleinste 
MM; umfassende Modul schlechthin 
gerade M’ selbst ist, dann bilden N, 
und ,M', ein reziprokes Paar in 9. 

Wird also in diesem Falle irgend 
eine Form h(xz) von 59 in die Summe 

h(2)=f(2)+p(2) 
einer Form f(x) aus M und einer 
Form p(x) aus M’ zerlegt, so gehören 
f(x) und (x) selbst zu 9. 
Beispiel. 
von bzw. der Gestalt: 


und 
je ein reziprokes Paar in 5 erkennt: 





M=M,=M/ 
(DM 


Es sei (M’’,M”’) ein reziprokes Paar 
schlechthin und M, bzw. M, die Ge- 
samtheit derjenigen Formen, welche” 
bzw. M’’ mit einem gegebenen Staate 9 
gemein haben. Falls nun der kleinste 
Ms, umfassende Antimodul schlechthin 
gerade M” selbst ist, dann bilden N, 
und My, ein reziprokes Paar in 9. 

Wird also in diesem Falle irgend 
eine Form h(x) von 9 in die Summe 

h(z) = f(x) +Y(x) 
einer Form f(x) aus M’ und einer 
Form p(z) aus M” zerlegt, so gehören 
f(z) und Y(x) selbst zu 9. 


Es sei n=3 und 9, M,... die Gesamtheit aller Formen 


9: P(2,%,%+2%) 


M m P(x%2,27+ 22) 
Mi 0 Q(%,,%,%) 


M: c-(a” +2") 
M: p(%,%)+y(%,%) 


M’: 098,220) +2 Qı (Rı, 22, %) Mo +9%, 
worin €,c,,c, Konstante, m eine nichtnegative ganze Zahl und 9,Q9,,9, 
y,yw Formen mit konstanten Koeffizienten von den jeweilig angeführten 
Argumenten bedeuten und die einzige Beschränkung die ist, daß die ent- 
stehenden Ausdrücke homogen ausfallen sollen. 
Man bestätigt, daß 


MEM-M Ma=Mg=M 


1st, 
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Versteht man dagegen unter M* und M* die Gesamtheit aller Formen 

von bzw. der Gestalt: 

Mr AT, +0 Qı(lRı, 22:2) M*: c%,%3 + W(23,%5), 

so bilden auch M* und M* ein reziprokes Paar schlechthin und haben mit 
5 die Gesamtheit M% bzw. M% aller Formen von folgender Gestalt gemein: 
ME: 2% B(%,%,, 214 ©%) M&: c, 

so daß M=M ist, also M$ und M$ nicht reziprok in 9 sind; in der Tat 
sind die Voraussetzungen des letzten Satzes nicht erfüllt. 

3. Die folgenden Überlegungen zielen auf die Ersetzung der Moduln 
und Antimoduln durch endliche Systeme ab. 

Ist S& irgend eine Menge von Formen, so soll S(<p) die Gesamt- 
heit derjenigen Formen von © bedeuten, deren Dimension < p ist, und 
ähnlich ist die Bezeichnung S(>p) zu verstehen. 

Es sei (M,M) ein reziprokes Paar im Staate’$. 


Nach einem Theorem von Hülbert*) | Ich betrachte diejenigen Werte g, 
und unter Berücksichtigung von $ 6, | für welche M der kleinste das System 
Satz 1 (bzw. den entsprechenden Aus- | M(>g) umfassende Antimodul in 9 
führungen des gegenwärtigen Para- | ist. Gibt es unter diesen Werten 
graphen) hat man den Satz: 

Es gibt einen endlichen Wert p | ıhn den Ruhepunkt von M; andern- 
derart, daß M der kleinste das System | falls sage ich, M habe den Ruhe- 
M(<p) umfassende Modul in 9 ist. | punkt x. 

Der kleinste solche Wert p=p, 


heiße der Ruhepunkt von M. 


einen größten q = 9, so nenne ich 





Es hat nun der Ruhepunkt von M eine einfache Bedeutung für 
M und umgekehrt. Damit nämlich die Form aus $ 


/(z) zu M gehört, ist zunächst not- | Y(x) zu M gehört, ist zunächst not- 
wendig und hinreichend, daß sie | wendig und hinreichend, daß sie 
dem System von Antidifferential- dem System von Differentialglei- 


gleichungen chungen 


Fee) = 0 





iE)g@)=0 





*) Mathem. Ann., 36. — Bei Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd.II, 2. Aufl. ist 
der Beweis so dargestellt, daß kein Auswahlpostulat benutzt wird. 
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genügt, worin Y(z) das System 
M(> g,) durchläuft, vorausgesetzt, 
daß g, endlich ist; daraus folgt: 
Wenn für eine Form f(x) aus $ 
von der Dimension g <- g, die Formen 
F (2) = k(a)f(e), 
worin k(x) das System 5 (>g—9) 
durchläuft — so daß F(z) mindestens 
die Dimension g, hat —, sämtlich zu 
M gehören, so gehört f(x) selbst zu N; 
dabei ist g, als endlich vorausgesetzt. 
Und 9, ist zugleich die größte Zahl 
von dieser Beschaffenheit. Ist hinge- 
gen der Ruhepunkt von M , so hat 
jede Zahl die genannte Eigenschaft. 





genügt, worin f(x) das System 
M(<7,) durchläuft; daraus folgt: 


Wenn für eine Form y(x) aus H 
von der Dimension p > p, die Formen 


B(2)=E(2)p(e), 


worin k(xz) das System 9 (> pP—pı) 
durchläuft — so daß $ (x) höchstens 
die Dimension p, hat —, sämtlich zu 
M gehören, so gehört p (x) selbst zu M. 
Und 7, ist zugleich die kleinste 
Zahl von dieser Beschaffenheit. 


Speziell für Modun und Antimoduln schlechthin kann man den 


Ruhepunkt 

p, von M als den kleinsten Wert 
definieren, für den M(>9,) der 
kleinste das System M (2,) umfassende 
Modul schlechthin ist, 





g, vonM als den größten Wert defi- 
nieren, für den M(<< g,) der kleinste 
das System M(g,) umfassende Anti- 
modul schlechthin ist, bzw. co, wenn 
ein solcher größter nicht vorhanden ist, 


und den aufgestellten Sätzen die Gestalt geben: 


Wenn für eine Form /(x), deren 
Dimension <q, ist, die n Formen 


f(x) Be </(%) 
zu M gehören, so gehört (x) selbst zuM. 





Wenn für eine Form y(x), deren 
Dimension > p, ist, die n Formen 


Ö Ö 
O2 Y (2) ’ . Odn y (2) 
zuM gehören, so gehört p(x) selbst zuM. 


Nach diesen Vorbereitungen kann der Übergang zu endlichen Syste- 


men ohne weiteres erfolgen: 

Ist M ein Modul im Staate 9, so 
kann man in M endlich viele Formen 
fı(z),...f,(x) finden derart, daß M 
selbst der kleinste f‚(x),...f.(x) um- 
fassende Modul ın 9 vst. 





Ist M ein Antimodul schlechthin, 
so kann man in M endlich viele 
Formen 9,(2),...9,(2) — von 
deren Dimensionen die größte p, 
heißen möge — finden derart, daß 
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Folglich kann ein Antimodul in$ | man aus ihnen M selbst zurück- 
auch definiert werden als die Gesamt- gewinnen kann, indem man zu dem 
heit der Formen p(x) aus 9, welche | kleinsten sie umfassenden Antimodul 
einem System von endlich vielen Diffe- | schlechthin M, noch alle diejenigen 
rentialgleichungen Formen jeder Dimension p > pı hin- 
719: S TA .- zufügt, deren (p—p,)-te Ableitungen 
(au) 9 le) en Acal2E er nah zu a („Integra- 


genügen, worin Fı(@),...I.(2) 9e9e- | tion totaler Differentiale“.) 
bene Formen aus 5 bedeuten. 
4. Eine Formenmenge ‘ heißt ein Integritätsbereich, wenn sie 1) alle 
Konstanten, 2) neben /,(x) und 7,(x) gleicher Dimension stets auch 
fı(<)+fs(z), 3) neben f(x) und f,(z) stets auch f(z).f,(x) enthält. 


Es sei ‘} ein Integritätsbereich, dessen Formen sämtlich dem Staate 
9 angehören. 





Eine lineare Schar & von Formen aus 5 heißt ein Fundamental- 
system für $ gegenüber ‘, wenn 
I. jede Form h(z) aus $ in die Gestalt 


h(2) = (2) yıl2)+ + 9,(2)Y,(8) 
mit Formen g,(2),...g9,(<) aus 5% und Formen 9,(2),...y,(x) aus % 
gesetzt werden kann, 

II. keine andere lineare Schar existiert, die ein Teil von % wäre 
und ebenfalls die Eigenschaft I hätte. 

Bezeichnet nun ‘* die Formenmenge, welche man erhält, indem 
man aus ‘} alle von Null verschiedenen Konstanten wegläßt, und W den 
kleinsten 3* umfassenden Modul in $, so ist eine lineare Schar dann und 
nur dann ein Fundamentalsystem für 59 gegenüber $, wenn sich jede 
Form h(x) aus 5 auf eine und nur eine Weise in die Summe 

h(2)=f(x)+ Yy(«) 
einer Form f(x) aus M und einer Form yp(x) aus & zerlegen läßt. 

Der Begriff des Fundamentalsystems hängt daher im Grunde nicht 
an 3, sondern an M. Sind also % und %, zwei Integritätsbereiche von 
Formen aus $, welche denselben Modul M in H ergeben, so hat 5 gegen- 
über % dieselben Fundamentalsysteme & wie gegenüber \\.. 

Nun kann man aus * eine endliche Anzahl von Formen f, (2), ... /, (2) 


so auswählen, daß der kleinste sie umfassende Modul in 9 mit M zusammen- 
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fällt. Dann kann man für 5, gerade den kleinsten f,(z),... /,(z) um- 
fassenden (also nach der Ausdrucksweise des $ 4 den aus ihnen abgeleiteten) 
Integritätsbereich nehmen. Auf solche — sogenannte endliche — Integritäts- 
bereiche kann man sich daher bei dem Problem des Fundamentalsystems 
beschränken. 

Ist M der kleinste \* umfassende Modul in 9 und M der zuM rezi- 
proke Antimodul ın 9, so bildet M ein Fundamentalsystem für 9 gegenüber 3. 


$ 9. Endlichkeitssätze. 

In den letzten Erörterungen des vorigen Paragraphen nehmen wir 
nun als den gegebenen Integritätsbereich $ speziell den Staat 9 selbst. 

Danach kann man aus 9 einen endlichen Integritätsbereich %, derart 
herausgreifen, daß 9 gegenüber ‘, dieselben Fundamentalsysteme besitzt 
wie gegenüber 9 selbst. Dies besagt aber, daß die Gesamtheit aller Kon- 
stanten ein Fundamentalsystem für 5 gegenüber %, bildet; folglich sind 
9 und %, identisch: 

Satz 1. Jeder Formenstaat ist ein endlicher Integritätsbereich. 

Führt man die Spezialisierung % = $ gleich am Anfang des Beweis- 
ganges ein, so erweist sich der Satz als eine unmittelbare Folge des 
Hülbertschen Theorems in Verbindung mit Satz 1 des $ 6. 

Der Begriff des Integritätsbereiches bzw. endlichen Integritätsbe- 
reiches (und ebenso der des Moduls und Antimoduls schlechthin) ist in- 
variant gegenüber allen linearen homogenen Transformationen (mit nicht- 
verschwindenden Determinanten) der Variablen x,,...x, in neue Variable 
%,...%. Dagegen ist der Begriff des Formenstaates (und ebenso die 
Begriffe: Orthogonalität von Formen gleicher Dimension, Clebschscher Rest 
nach einem Modulsystem, Reziprozität zwischen Moduln und Antimoduln 
schlechthin), abgesehen von Ähnlichkeitstransformationen (2, =421,... 
7, = Ax)), nur gegenüber den im Hermiteschen Sinne orthogonalen Trans- 
formationen invariant, d. h. denjenigen, welche die nichtanalytische 
Funktion |2,?-++--+ 2,” invariant lassen, also identisch die Gleichung 
Im? +. +2,?=|21°+...+l2,” erfüllen. 

Wir bezeichnen allgemein mit Z* diejenige Transformation, deren 
Matrix aus der der Transformation Z hervorgeht, indem man die Zeilen 
zu Spalten macht und überdies die Elemente durch die konjugiert-kom- 
plexen ersetzt. Dann lassen sich also die im Hermiteschen Sinne orthogo- 
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nalen Transformationen, die wir allgemein mit P bezeichnen, durch die 
Bedingung P' = P* charakterisieren, worin P' die Umkehrtransformation 
zu. P bedeutet. 

Angesichts des dargelegten Sachverhalts ist es nun nicht überflüssig, 
den Satz 1 so zu erweitern: 

Satz 2. Wenn eine gegebene Formenmenge sich durch eine lineare 
homogene Transformation L von nichtverschwindender Determinante in einen 
Formenstaat verwandeln läßt*), so «st sie ein endlicher Integritätsbereich. 

Eine naheliegende Anwendung ist die folgende. Ist @ eine gegebene 
Gruppe linearer homogener Transformationen (von nichtverschwindenden 
Determinanten) der Variablen z,,... x, in neue Variable z/,...x/, so ver- 
stehen wir unter einer Invariante der Gruppe @ eine Form**) f(x), die für 
jede Transformation X aus @ die identische Gleichung f(x) = f(x’) erfüllt. 
Wenn nun die Gruppe @ die Eigenschaft hat, neben X stets auch die 
Transformation Ä* zu enthalten, so bildet die Gesamtheit aller Invarianten 
von @ einen Formenstaat. Dabei ist die verlangte Eigenschaft der Gruppe @, 
abgesehen von Ähnlichkeitstransformationen, nur gegenüber den Transfor- 
mationen P invariant, und das Resultat muß daher so formuliert werden: 

Satz 3. Wenn eine vorgelegte Gruppe @ von linearen homogenen 
Transformationen (mit nichtverschwindenden Determinanten) sich in eine 
Gruppe transformieren läßt, welche neben K stets auch K* enthält, so bilden 
die Invarianten von @ einen endlichen Integritätsbereich. 


(Fortsetzung folgt.) 


| [3 ——— — 


*, Wenn es überhaupt eine Transformation Z gibt, die dies bewirkt, so leisten 
alle Produkte ZP dasselbe; denn den P gegenüber ist der Begriff des Formenstaates 
invariant. (Es genügt daher z.B. nur solche ZL zu verwenden, die zu einer reell- 
wertigen [was auf Z* = 7 hinausläuft]| und positiven Aermiteschen Form gehören. 
Oder auch z. B. nur solehe von der Form L = PM, worin M eine Transformation 
=... m=Un tn mit reellen positiven ı,,...4n bedeutet.) Analoges ist zu 
Satz 3 zu bemerken. 

**) Danach hat z.B. die Gruppe aller ?P keine nichtkonstanten Invarianten. 

Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 11 














Über ein algebraisches Theorem *). 


Von $. Gundelfinger. 


In der Theorie einer binären biquadratischen Form (f) treten drei 
irrationale Kovarianten zweiten Grades auf, deren Produkt die rationale 
Kovariante sechsten Grades (T) von f ist. Da T, gebildet für den Büschel 
zf+AH (H die Hessesche Kovariante von f) sich bis auf einen konstanten 
Faktor reproduziert, so war zu vermuten, daß auch jede der irrationalen 
Kovarianten 2. Grades, für z2/+4H gebildet, sich bis auf einen konstanten 
Faktor reproduziere. So leicht ich nun diese Vermutung sowohl durch 
direkte Ausrechnung als auch durch geometrische Betrachtungen **) veri- 
fizieren und dadurch schon vor vierzig Jahren die Aronholdsche Auflösung 


*, Wir veröffentlichen diese letzte Arbeit von Sigmund Gundelfinger in weh- 
mütiger und dankbarer Erinnerung an den dahingegangenen treuen Freund unserer 
Zeitschrift. Leider war es ihm nicht mehr vergönnt, in einem zweiten Teile seiner 
Arbeit Anwendungen des hier bewiesenen Theoremes auf die binären biquadratischen 
und die ternären kubischen Formen zu geben, und in der Abhandlung selbst hat er 
seine Gedanken in der allerknappsten Form zusammengefaßt. Dennoch glauben wir, 
daß die Abhandlung, welche noch einmal alle Vorzüge dieses bedeutenden Mathe- 
matikers zeigt, auch in der vorliegenden Form den Lesern unserer Zeitschrift wert- 
voll und willkommen sein wird. K. Hensel. 


**) Zwei darauf gegründete Beweise habe ich in einem Briefe vom 8./9. Nov. 1908 
an Herrn Kurt Hensel mitgeteilt, und zwar unmittelbar nach dem Erscheinen der 
Arbeit des Herrn Haentzschel in diesem Journal, Bd. 135, S. 75. 


Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 12 
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der Gleichung 4. Grades f=0*) auf die Gleichung z/+A4H=0 ohne 
weitere Rechnung ausdehnen konnte**), so habe ich die wahre Quelle der 
fundamentalen Eigenschaft der irrationalen Kovarianten 2. Grades erst i 
viele Jahre später gefunden, und zwar in einem allgemeinen Theorem, das E 
ın nuce bereits enthalten ist in meiner Arbeit: Mathematische Annalen IV, Ä 
S. 164ff. Es lautet in seinen vier Bestandteilen folgendermaßen. | 
I. Es sei: @ 
[= ad +pbaTz, +6)’ ... 
eine beliebig gegebene Grundform von irgend einer Anzahl Variabeln und 
4= a + ph + (ya 
eine Kovariante derselben von gleichem Grade und von der Ordnung m 


in den Koeffizienten. Ferner bestehe die Relation 


04 O4 O4 ’ 
04 = ne: +3,P+%7 -H ...— m Sf, 
mit 5 eine gewisse Invarıiante von / bezeichnet, so ist 4, gebildet für 


zf—14A, von der Form: 
si a 
1.) Anna Aa alt 


worin. @ eine ganze Funktion (m + 1)-ten Grades der beliebigen Konstanten 





z und 4 bedeutet. 
II. Setzt man 
Glu,rv)= u" +gu + gute 4 gt", 
so wird vermöge der Substitution 
u=02— (6,0, o@ = ußG, + v6, 
v=0_01+G,0, 0oG =—u/+rvz, 

ö 1 0G(z,} e 1 oG(x,i 4 
4 m+1 a En Se m+1l ; z z E 
(I1.) G(u,r) = G(z, 4) | gi + (92) rare" 0 are a (te |- 

III. Nennt man die Wurzeln der Gleichung 


(8) (8°) 


y[* 2 an m . 
G,1)=0: re hie N 
, „”G +4. >77 2’G +@G, 
(A ) 14 | Ina = gg ver 


*) Dieses Journal, Bd. 52, S. 95. 
**), Mathematische Annalen, III, S. 272 Note. 
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IV. Bildet man #/— 4 für «f—1J4, so wird 


[4 7 (G „a 
[74 77 GH N 
(A f- I) a-ı14 u. - (4 I-— I) a . 


Beweis. Ad]: Enthält irgend eine Form die Koeffizienten von f 
in der Ordnung g und setzt man: 


P4-21= Pape tap' + (d)erp” 4 
so sind je drei aufeinanderfolgende y®” nach dem Taylorschen Theorem 
durch die Rekursionsformel verbunden: 
(1 — k)y*D = dy® — mSy"*), 
Für =4 ergibt sich hienach sofort, daß 4,, von der Form: 
Aycia= 44 Gl, 

worin @, und G, ganze Funktionen m-ten Grades von z und 4. Da für 
z=1,4=0,4,, sich auf 4 reduziert, so werden die Koeffizienten von 
x" ın G, und G, gleich der Einheit, resp. gleich Null. Da 04 = msf, 
sind die Koeffizienten von z""!4 in G, und @, gleich Null, resp. gleich mS. 

Daß (m+1)@, und (m -+1)G, gleich den partiellen Differential- 
quotienten nach x und 4 der Funktion: 


6, 0) Ö 
*) Setzt man 9= m = Pla, b,e,...), yı =(« at arrat )9, 
. ; N 
allgemein y, = - la _ +3 +Y 4 + (pla,b,e,. .J,I=1,2,..2—1,2,x%+1,...q, 


so enthält dy, zwei Teile, den einen durch Differentiation nach den in g, explizite 
auftretenden a,b,c,..., den anderen durch Differentiation nach den in «,ß.y,... implizite 
auftretenden a,b,e,.... Der erste Teil ist: 


1/0 RE + EN, | 
(le; +P 7’ ...) pla,d,0,...)=(# +1) 9er, 


der andere wird mit Rücksicht auf d« = mSa, dd = mSb,...: 
(mS) [« 2 +b 2 +6 z 4 |9e1(a, u.0,...) 

oder nach dem Fundamentalsatz über homogene Funktionen gleich m8|g — x» + 1] yx-ı. 
Zusammengefaßt hat man also dy, = (x +1) px+ı + mS (g—x + 1) x-ı, welche Rekur- 
sionsformel von der im Text gegebenen nur formell verschieden ist. Zum ersten Male 
ist dieselbe von mir Math. Ann. IV, S. 164 Gl. (4) aufgestellt und von Clebsch später 
an verschiedenen Stellen (Theorie der binären algebraischen Formen, S. 122, 138 und 
Math. Annalen Bd. VI, S.460—463) berührt und elegant bewiesen worden. 


12* 
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G(z,1)=x6G, +16, 
sind, läßt sich so beweisen: Es ist für irgend eine Grundform $ von f 4 
nach Aronhold (dieses Journal, Bd. 55, S. 173f.) 3 


Oy (xA Op. * 
(a). 


FR; 
FON 
Be 
Be 
Ben. 
ag 
ei 
Be 
EI- 
e* 


Wenn speziell p durch 
U = Hy, Ya +.) Il213 2253...) — fl2ıs 223 +.) Ilyı, Yas ---) 
- fy)- 42) —f(2)- 4(y) 
(y, und z, willkürliche Konstanten), ersetzt wird, so ist offenbar wegen 
do4=mS:.f JT=0 und (dT), = 0, während gleichzeitig 
| fra) He) ade) 





T)=|. / 
Ta) +aaWw) le) +) 
ur 4 | ,, Rn 
> /W m . |= T(26, +16) = TG 
/@) I@), Gi 
und 
a rin 98 _ u I _ 
OTa=T @ Trab x) art 


Da bei passender Bestimmung von %,,%a, ... 21, 23, ... 7 stets von Null 


verschieden angenommen werden kann, so hat man 
86, _ 96 
Ey 


0G 0G ‘ 
#7 En Zr (m +1)@G 


@, =0 und gleichzeitig 


nach dem Eulerschen Theorem über homogene Funktionen. 


Durch Auflösung nach = und = entsteht so das zu beweisende 


Theorem I 
0@G Y 0G Y 
5, (mtl), za, mr). 


*, Bezeichnet man #a — Au, »b--Aß,xc—Ay,... kürzer mit A,B,C,..., so ist 
Ya = far—ıa = y(A,B,C, I und 
(Ip). = pP (A) au + Yp (B)Ba typ (O)yat 
= p(A)la,e + Ga) + y(B)HB + Rd + YO) Y + ac + 
= @,fap' (A) + By(B) ++) + Qrlay’(A) + by (B) +") 
oder wegen 
Iy(x. 4) , ‚ N ’ 
—, = gyAa+y(Bbr., -——, =yAarylB)Ppr.-: 
Oy(x, A) Oqp(x, A) 








(=, 
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Ad II. Transformiert man 7, = TG(u,v) (« und v beliebige 
Konstanten) durch die obige Substitution (S) (vgl. auch meine - Arbeit 
Math. Ann., Bd. IV, S. 165, Gl. 10), so entsteht nach der Polarentheorie 
der binären Formen 

T,„= 7er G(x#,4) — (" 4 Nor ow’(z, k) + (2) Tora" (2,4) —.- | 
worin 
@ (2,4) = G@, (2,1) — @,(2,4) 6, = 0, 
(2,4) = @1l2, 1) — 20@35(2,4),0, + W(2,A)G7, 


Andererseits hat man 
uf—vd=o(zf AI) — 04,_,; 

so daß 7’, auch gleich dem Werte von T',,= T@(e, 0), wenn man über- 
all die Koeffizienten von f durch diejenigen von #f— 44 ersetzt. Es ent- 
steht also wegen 7',, = T@(x,4), nach Weghebung von 7’ beiderseits, 
genau das Theorem II. Daß @”(z,4), @””’(z,4),... sämtlich den Faktor 
@(z,4) besitzen, folgt auch aus der von Hermite*) begründeten Theorie 
der assoziierten Kovarianten, welche Theorie auch die einfachste Berech- 
nung der Größen (G,) 4-11, (Hs), -.. lehrt. 

Ad Ill. Setzt man 


G(u,»v) = (u—Ar)(u— av) (u td )), 


so wird für Z =4): 
e: Ka+E, 
o a—1, 
gleich einer ganzen homogenen Funktion (m — 1)-ten Grades von 2 und 4, 
da fürz=4 undi=]1 
+5 =D) + HAN) = ER, 1) = 0. 
Man weiß nun a priori aus Il, daß der Wert (4’),,_,., gleich einer 


der Größen x aus der Reihe: 
29G, + 9, %*) 
„»— Im) y 
wird. Da für <=1,43=0 (4),_ıı Sich auf A’ reduziert und da die 
W, 4” ,... alle verschieden sein sollen, so wird in der Tat: 


(= 1,2,3,...m+1) 


*) Dieses Journal, Bd. 52, S.23 ff. = Oeuvres, publ. par E. Pward, Bd. 1. 
Paris 1905, $. 378. 
*), Fürro=1,0=0, u=x,v=4 und G(u,r) =@(x,A). 
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WG, +@. rt 
ie 5 - FL . > und ähnlich 
„ . NV +@ 





—iA1 — Eu di Sic 
Ad IV. Aus dem zuletzt berechneten Werte von 4/, folgt die in 
x und A identische Gleichung: - 
„(2 —-WA)=4G,+ Gr, oder diese andere: 
| 2, =4W(G, + Aal). 
Daher wird 
(IK fa. = (461 + F@,) — Aa (af — 1A) 
= I(@, + ha) — Flak — G;) 
= (+ KEN g. e.d. 
Der hier rechts auftretende Faktor @, + 4,4 ist nichts anderes als 
(2 — KW’) (2 — WA) (2 — AtD)), so daß: 
(IK Darin = (IF Pa RR at), 
(IM aa = (IM Ra) ee at), 


Da in der Tat die Gleichungen 
zn —-%&=0 und G,+4-4,=0 

dieselben Wurzeln besitzen, so kann man an ihrer Stelle auch die Gleichung 

(+ -0  — Wennmen 
setzen, oder in anderer Anordnung 

(219), — 096, +G,)=0. 
7 = (i=2,3,...m-+ 1) beiriedigt, 
da links der erste Summand wegen des Faktors z— 4®4 und der zweite 


Summand wegen AP@,(A®,1)+ @,(4®,1) = @(4®,1) verschwindet. 


Diese Gleichung wird durch 
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Uber einen Satz des Herrn Fiultow. 


Von Herrn Marcel Riesz in Györ. 


Herr Fatouw hat einen äußerst bemerkenswerten Satz über Potenz- 
reihen aufgestellt*), den wir unten wiedergeben. Der Satz ist von sehr 
einfacher Form, jedoch beruht der Fatousche Beweis auf einem tiefliegenden 
und schwierigen Riemannschen Satze über die Darstellbarkeit einer Funk- 
tion durch eine konvergente trigonometrische Reihe. 

Diesen Fatouschen Satz habe ich nach verschiedenen Richtungen 
erweitert. Einerseits habe ich in meiner Inauguraldissertation**), wo ich 
die Summierbarkeit durch arıthmetische Mittel untersuche, eine notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Summierbarkeit einer Potenzreihe in 
jedem regulären Punkte des Einheitskreises entwickelt. Andererseits habe 
ich in einer vorläufigen Mitteilung***) einen Satz über Dirichletsche Reihen 
aufgestellt, der auch den Fatouschen Satz umfaßt. Zum Beweise dieses 
Satzes bedarf ich nur elementarer Hilfsmittel aus der Funktionentheorie; 
ich mache von den Riemannschen Resultaten keinen Gebrauch und wende 
von seinen Kunstgriffen nur solche an, die mir im Beweisgange unum- 
gänglich scheinen. 

Ich teile hier den Beweis nur für den speziellen Fall der Potenz- 
reihen mit, wo er sich besonders einfach gestaltet. Unsere Abschätzungen 
gestatten auch den Fatouschen Satz dahin zu ergänzen, daß die darın 


*) P. Fatou: Series trigonometriques et series de Taylor. Acta Mathematica. 
Bd. 30 (S. 389). 


**) Summierbare trigonometrische Reihen und Potenzreihen. (Ungarisch.) Buda- 
pest 1908. 

***) Sur les söries de Dirichlet et les series entieres. Comptes Rendus de l’Acad. 
des Sciences. Paris. (22 novembre 1909). 
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behauptete Konvergenz der Potenzreihe an den regulären Stellen des 
Einheitskreises, auf jedem Regularitätsbogen *) eine gleichmäßige ist. 

Zugleich gebe ich die oben angedeutete Verallgemeinerung für arith- 
metische Mittel wieder. 

Der Fatousche Satz mit unserer Ergänzung lautet: 

Satz I. Genügen die Koeffizienten einer Potenzreihe 

2)=w +2 +. +a,"+.- 
der Bedingung 
(1.) lm a,=0, 


n=o 


so konvergiert die Potenzreihe an jeder regulären Stelle des Einheitskreises 
und zwar gleichmäßig an den Stellen eines Regularitätsbogens. Natürlich ist 
die Bedingung (1.) auch notwendig, damit auf dem Einheitskreise wenigstens 
ein Konvergenzpunkt liegt. 

| Wir setzen voraus, daß z =1 eine reguläre Stelle der Funktion 
ist und beweisen zunächst, daß die Reihe für z = 1 konvergiert. (Die 
Gleichmäßigkeit der Konvergenz wird sich nachher leicht ergeben.) 

Es seien 2, und 2, die Endpunkte eines Regularitätsbogens, der 
die Stelle z= 1 enthält, und zwar liege z, in der oberen und z, in der 
unteren Halbebene. Es bedeute ferner C, einen außerhalb des Einheits- 
kreises und (C, einen innerhalb dieses Kreises gelegenen Kurvenzug, beide 
mit den Endpunkten z, und 2,. Sie seien noch so beschaffen, daß die 
geschlossene Kurve ©, + C, die Stellen z=1 und z2=0 einschließt und 
daß die Funktion f(z) auf dieser Kurve C, + ©, und in ihrem Innern 
regulär ist. 

Man hat dann in der Umgebung des Nullpunktes die Entwickelung 


f(@) u 5 (a, +4 +. + a,) 2” 


1—z ”=0 
und somit nach dem Cauchyschen Satze 


1 z) 1 
(2.) rt AS en A 
Wir beweisen zuerst die Gleichung 
I(&) . 
(3.) Ian 4 A) ande =, 


*) Ein Bogen des Einheitskreises heiße ein Regularitätsbogen der Funktion 
(2). wenn in allen seinen Punkten (die Endpunkte inbegriffen) die Funktion regulär ist. 
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Durch partielle a erhält man 


f(2) ut f(2,) ea) I(2) 
(4.) Sa- Pr 2 1-2.) (<a) * + fa - ) .)- 


Der dhschibe Betrag des Klammerausdruckes bleibt für jeden n unter einer 





endlichen Schranke, folglich konvergiert (4.) mit wachsendem n wirklich 
gegen Null. 
Wir wollen nun auch die Er 


I(2) 
(3.) lim / Jar d :_=o0 


n=® C, 
begründen. Dazu verwandeln wir dieses Integral in eine unendliche Reihe 
von Integralen, die über einen Bogen des Einheitskreises erstreckt sind, 
und schätzen dann diese Reihe mittels der Bedingung lım a, = 0 ab. 


n=n 


Man kann nämlich immer eine lineare Funktion c,+ c,z finden 
derart, daß die Funktion 


an den Stellen z, und z, verschwindet. Es besteht ferner die Gleichung 


1 Z)(c, + C,2 
(6.) Ini [@ a ) dz = An T (41095 (">1) 


ı+ 


wo die rechte Seite infolge von (1.) mit wachsendem n gegen Null kon- 
vergiert. Andererseits eg man, daß ebenso wie (3.) auch 


(7.) lim ,. We +), —o 


ist. Durch Subtraktion der Gleichtng (7.) von (6.) ergibt sich, daß ebenfalls 
(8.) lim a de (Co + &ı 2) a / I(z) (eg + € 2) rs 
n—=@ O, 


zu+1 zn-+ -] 


n=m e 


ausfällt. Zeigen wir also, daß 


(9.) im [all ‚rot 02 z)dz — lim Pi? lz 0 


Nn= nr, 





ist, so wird PN auch u bewiesen. 
Wir betrachten nun die Potenzreihe 


a, 
O-ZErdern° 


Diese Reihe konvergiert im Innern des Einheitskreises und am Rande 


z’t? 


unbedingt und gleichmäßig. Ferner besteht im Innern des Kreises und 
auch an den Stellen z, und z, die Gleichung 


F"(2)=f(2). 
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Man erhält also, da H(z) an den Stellen z, und z, verschwindet, 
durch wiederholte partielle Integration die Umformung*) 


(10.) /t« az = [Fe (a2 )a dz -[F2) (Fa \. 
© +2 ” He) ”+2 H 2, 
” = % Or U + ij (x + 2) ( =) . r + N (x + 2) z( zo], 


= 2a, [® = dz = 2a, Se" H(e)da. 
C, C, 


Statt die einzelnen Integrationen längs C, auszuführen, kann man 
auch nach dem Cauchyschen Satze auf jenem Bogen (2,2) des Einheits- i 
kreises, der die Stelle e = _ nicht enthält, integrieren, d.h. 4 


(11.) /1e 9 \de= Za, /"zmHle)de. 


=0 
Damit sind wir 1ER gleich am Ziele. Denn wir haben zunächst für alle 
Werte von x die Ungleichung 

















(12.) Sr ads <@ 
und durch zweimalige partielle arg‘ die Ungleichung 
(13.) I "=H(z) = B te 
2x n-+l1 | 7 u ai G 
= et un |. = («—n) (x — ER he (2)dz len]; —n+l’ 


wo G eine nur von den Stellen z, und 2, abhängige, also von n und z 
unabhängige Zahl bedeutet. Für z=n—1 und z=n wenden wir die 
erste, für alle übrigen Zahlen die zweite Ungleichung an. 
Wie klein auch die positive Größe & gewählt sei, können wir laut 
(1.) eine Zahl m so angeben, daß für jedes < > m 
(14.) a, <e# 


ist. Ist dann noch 





n—2 >m, 
so haben wir infolge der Ungleichungen (12.), (13.) und (14.) die neue 
Ungleichung 
2, ee LA N ER TUR SIER, 
2a, L ’ H(z)dz <elZ nenn ie Z, («—n) («—n +1) 


2, 


*) Dieses Verfahren Zehn man in verschiedenen Fragen über trigonometrische 
Reihen nutzbar machen. Es kann z.B. zum Beweise des von Falou verwendeten 
Piemannschen Satzes dienen. 
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Ai 


en (tn) —n +1) 

Die erste Summe ist aber 

3a, 

x=( 

Sam) (n—m+]1) 
und wird mithin, wenn n genügend groß gewählt wird, auch <e. Die 
beiden anderen Summen .. u <1. Also wird 
(15.) \. da = 3a, & a | )dz <5Ge, 
| C, ) = 

wenn nur n eine gewisse, von & EEE Größe übsischiehbet, In dieser Unglei- 
chung liegt eben der Beweis von (5.). Aus(2.),(3.)und(5.) folgt dann unmittelbar 


lim (,+a,+°:+a)=ftl). 


n=%o 


Wir wollen noch die Gleichmäßigkeit der Konvergenz auf einem 
beliebigen Regularitätsbogen beweisen. Es sei (z)2) ein Bogen, der im 
Bogen (z,2,) enthalten ist. Es genügt dann zu zeigen, daß die Reihe an 
den Stellen des Bogens (2/23) gleichmäßig konvergiert, da jeder Regulari- 





tätsbogen in einem größeren enthalten ist. 
Es bedeute nun x eine beliebige Stelle des Bogens (z2)2). Wir 
haben _ die Gleichung 


S FO (HJ 2-0 + a2 + +0 fa). 


uf, (2-2) 
Das Integral über C, konvergiert, wie leicht ersichtlich, mit 
wachsendem n gleichmäßig gegen Null für jede Stelle x des Bogens (2/23). 


Ferner bestimmen wir die lineare Funktion c, + c,2 so, daß 
1 
H(2)= 2, t%+ 42 


an den Stellen 2, und 2, verschwindet. Man hat die Werte 
2 , +3, —-T7 u 1 
 &a-)&a-n)’ ' (1-2) 
die zwischen endlichen Grenzen bleiben, wenn x sich auf dem Bogen 
(212) bewegt. Folglich bleibt die der Zahl @ [in (12.) und (13.)] ent- 
sprechende Zahl auch zwischen endlichen Grenzen, womit unsere Behaup- 
tung über die Gleichmäßigkeit der Konvergenz völlig bewiesen ist. 
Satz II. Genügen die Koeffizienten einer Potenzreihe 
(16.) e)= u t+m2 tr + +a2"++- 
der Bedingung 








13* 
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| .i’ te 
(17.) lim, =0 (>09), 


so ist die Reihe an jeder regulären Stelle x des Einheüskreises durch arıth- 
metische Mütel y-ter Ordnung summierbar und zwar gleichmäßig an den 
Stellen eines Regularıtätsbogens. Die Bedingung (17.) «st auch notwendig, 
damit auf dem Eiwnheitskreise wenigstens eine Stelle lieg, wo die Reihe durch 
arithmetische Mittel y-ter Ordnung summierbar vst. | 

Der Beweis der Notwendigkeit der Bedingung (17.) ist sehr leicht 
zu führen, so daß wir auf ihn gar nicht eingehen. Daß diese Bedingung 
auch hinreichend ist, kann, wenn y eine ganze Zahl ist, vollständig ähnlich 
bewiesen werden, wie oben die Konvergenz. Der einzige Unterschied be- 


steht in der Bildung von H(z), indem man zu — statt eines linearen 


Ausdruckes ein Polynom (2y + 1)-ter Ordnung addiert, womit man bewirken 
kann, daß an den Stellen 2, und 2, nicht nur H(z), sondern auch seine 
Ableitungen bis zur y-ten Ordnung verschwinden. 

Ist aber y keine ganze Zahl, so darf man, wie aus der Formel (22.) 
unmittelbar ersichtlich, nur über solche Kurven integrieren, welche die 
Stelle z2=x nicht einschließen. Ein Teil unseres obigen Beweises muß 
also durch einen neuen Beweisgang ersetzt werden, welcher aber uns gleich 
erlaubt, statt Satz II. den folgenden allgemeineren Satz zu begründen. 


Satz III. Es sei 


(18.) 2) =, +42: ++ +0,24. 
eine Potenzreihe, deren Koeffizienten der Bedingung 
er; lim 3 =0 y>9%*) 


*) Bekanntlich wurde die Tatsache, daß unter gewissen Stetigkeitsbedingungen 
die ersten arithmetischen Mittel der Fowrierschen Partialsummen einer Funktion kon- 
vergieren, von Fejer erkannt. Unser obiges Ergebnis, auf trigonometrische Reihen 
übertragen, kann auch als eine Erweiterung des Fejerschen Resultates erkannt werden. 

Im Falle y= 0, also im Falle der gewöhnlichen Konvergenz, wurde die 
Frage nach der Richtigkeit unseres Satzes III schon von Pringsheim gestellt. Fejer 
gab darauf eine negative Antwort, indem er eine im Innern und am Rande des 
Einheitskreises beschränkte und stetige Funktion angab, deren Maclaurinsche Ent- 
wicklung auf dem Rande in einer überall dichten Punktmenge divergiert (Über 
gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze. Sitzungsber. d. math.-phys. Kl. d. 
Kgl. Bayr. Akad. 1910). Will man bei y = 0 die Regularität der betreffenden Stelle 
fallen lassen und dennoch die Konvergenz sichern, so muß man statt Stetigkeit vielmehr 
solche Einschränkungen treffen, wie in der Konvergenztheorie der Fourierschen Reihen. 
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genügen. Es sei ferner (2,23) ein Bogen des Einheitskreises von der Be- 
schaffenheit, daß die Funktion f(z) gleichmäßig einer Grenzfunktion zustrebt, 
wenn 2 sich vom Innern des Kreises längs der entsprechenden Radien den 
Stellen des Bogens (2,2,) nähert. Die Reihe (18.) ist unter diesen Bedingungen 
an jeder inneren Stelle des Bogens (2, 2,) durch arıthmetische Mittel ;-ter 
Ordnung summierbar und zwar gleichmäßig auf jedem Bogen (z 2), der in 
(2,2,) enthalten vst. 

Der Einfachheit halber setzen wir wieder voraus, daß z2=|1 ein 
innerer Punkt des Bogens (2,2,) sei, und beweisen dann, daß die Reihe 
Grat + ++ 

durch die arithmetischen Mittel y-ter Ordnung summierbar ist. 
Die Definition dieser Mittel lautet bekanntlich nach Cesaro folgender- 
maßen: Man setze 


und 
1 ‚tl o ee) 
20.) —_ za = [5 DAR 
G a) I de n.J 
und bilde ferner den Grenzwert 
80 
(21.) am 6 


Existiert dieser Grenzwert, so nennen wir die Reihe 
dg . (dl >. - (, > 00. 
durch arithmetische Mittel y-ter Ordnung summierbar und bezeichnen (21.) 


als ihre Summe *). 
Es sei ©] ein Kurvenzug, der die Punkte z, und 2, im Innern des 


'Einheitskreises verbindend in der Nachbarschaft des Kreisbogens (z, 1 z,) 


verläuft. Der Kurvenzug C, sei wieder wie oben definiert. Dann haben 
wir infolge der Formel (20.) 


sw r 2 
(22. nt ande 
0% 0% Zt ar ;c, | nd, u: 


Jetzt beweisen wir zuerst, daß 


*) Für nicht ganze Ordnungszahl tritt meines Wissens diese Definition zuerst 
bei Hadamard auf (Essai sur l’&ude des fonetions donnees par leur developpement 
de Taylor. These, Paris 1892, p. 82). Vgl. auch: Knopp, Grenzwerte von Reihen bei 
der Annäherung an die Konvergenzgrenze. Inauguraldiss. (Berlin 1907), 5.17 u. fi. 
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1 f(2) 
se im op / a=apnanden0 


ist. Der Gedankengang ist mit dem früheren im wesentlichen identisch. 
Es sei z. B. 
(24.) o<y<i. 
Wir bestimmen dann ein Polynom dritten Grades 
P(z) =c, +12 + (82? + 032° 
derart, daß die Funktion 
H(z) = Am ++? + %2°+02° 


ın den Punkten 2, und z, samt ihrer ersten Ableitung verschwindet. Diese 
Bedingung ergibt für die Werte c vier lineare Gleichungen, die, wie leicht 
ersichtlich, einander nicht widersprechen und die Werte c eindeutig be- 
stimmen. Man beweist dann genau wie vorher, daß 
1 2 
(25.) m nor = (c, + 6,2 + 92? + 52°)dz = 0 


ausfällt. Zeigen wir also noch, daß 








(26.) lim 0; ET z)dz = 0 


ist, so wird damit infolge von (24.) auch (23.) bewiesen. 


Wir können aber mittels der Reihe 
z#+3 


NK ESILEOIEEN 
die laut (19.) und (24.) im Innern und am Rande des Einheitskreises 
gleichmäßig konvergiert, wieder die Umformung 





(27.) Ste) ei 2 Fr safe 20 .- £ a ei zZ" H(z)dz » 


zu+1 

seien In diesen Integrationen kann aber der REN C, wieder 
durch jenen Kreisbogen (2,2,), der den Punkt z = 1 nicht enthält, ersetzt 
werden, d.h. 


(28.) ME nr ) de = fe H(2)dz 


2, 





Wir Mn wieder zunächst 


Na H(a)dz < @G, 


2 


ferner durch dreimalige partielle Integration 


(29.) 
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A 


G 


sn is —n+1|s—n+2]|’ 





(30.) / zdf (e)de < 
s wo @ wieder von x und n unabhängig ist. Die erste Ungleichung wenden 
E wir füirz=n— 2,2=n—lundz=n an, die zweite für alle übrigen Zahlen. 
’ Wir bestimmen nun die positive ganze Zahl m so, daß für jedes z > m 








A, 
(31.) er €, 
wo & eine beliebig klein gewählte positive Größe ist. Wenn noch 
n—3>m, 
so haben wir zufolge der Ungleichungen (29.), (30.) und (31.) die neue 
VRRENEN. 
” s—n—l BEA ITENET de. 
m) | ®£ uf R H(2)0s <td 1-9 —-3—1) 
m — 1 
Kid Pi uam 2) 
+3en’-He 5 = 


ran) an +l)a—n +2) 
+4 ur‘ Eu 
Her an) Kan +l)@—n+ 9)" 
Die erste Summe wird aber, da sie aus einer endlichen Anzahl von 
Gliedern besteht, mit genügend großem n kleiner als e. Die zweite Summe 





ist kleiner als T Die dritte Summe ist kleiner als er. Die vierte 
Summe ist, da y<{1 und mithin in ihr —  — 5) < 2 ausfällt, kleiner als 
2 5 - 2. 


ein (an) (an + -1) 
Also wird endlich bei genügend großem n 





4 f(2) H«) e;- NE i 
4 (33.) on; Hi zu+l dz = ERR 2" H (2) dz 


Y 
< ml 4 T + 3en’ + en’ 4 2e). 
Da ferner 


lim 7 =-Ily+l) 


ee 7) 


eine endliche Zahl ist, so wird ds letzte Ausdruck bei genügend großem n 
kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, womit (23.) 


vollständig bewiesen ist. 
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gen Te 


Wir müssen noch die Gleichung 


1 
(34.) lim na SR 42 = fl) 


n=o In Tor 





darlegen. Dazu bestimmen wir auf dem Bogen (z, 1) den Punkt &, und 
auf dem Bogen (1 z,) den Punkt $, derart, daß auf dem Rande*) und im 
Innern des Einheitskreises 
(35.) Ma) -0)l<e 
sobald 
2-11<]ä-1=]&-1] 

wo & eine beliebige positive Größe bedeutet. Man kann ferner bei genügend 
großem n auf dem Bogen (&, 1) bzw. auf dem Bogen (1 $,) die Punkte 


v, und v, so bestimmen, daß 


(36.) „1-n-1-4. 


Wir beschreiben dann um den Mittelpunkt z=1 mit dem Radius 


einen Kreisbogen B, der im Innern des Einheitskreises die Punkte 2 =», 
und z2=», verbindet, und bezeichnen den aus den Kreisbögen (2,5,r,), 
B und (v,5,2,) gebildeten Kurvenzug mit 07’. Offenbar kann das Inte- 
gral über ©) durch das Integral über C/’ ersetzt werden. D. h. 

(37.) bi [7 I(@) d = - ; I) dz 


ir — 2yrt1 zatı ai, Aare 














M@d)—-I(1) fa) 1 
; nn fan zit arı 02 + Sup? mio (1-2 dz 
BR SE. Er. f)—-1Q) 
Omi IM or dt ow) Ari F d-aytarid? 
1 2-11) ir *" 2) (1) 
+ CO ni‘ SEE et CN Iri S A opti O2. 
Es ıst aber 
l2 = : | - — dz 
CN 2ni; or (1- -— - 2) HI zur © cn anni wire, da — zyr+1zn+l 
1 1 1 . E: 
pam aan pl are 


Der letzte Ausdruck konvergiert, wie leicht ersichtlich, mit wachsendem n 


gegen Null, mithin ist 


*) Wir bezeichnen auch die Randfunktion, wo sie existiert, mit (2). 
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(1) 1 ca 
„ati an d- pre = ll). 
Andererseits ist 
ww "KO » et) ;, 
et (1 ande = 03 f det ar? 


1 /" to-IW 2| 


wm’ Gd-jHan 
Ferner hat man, da die Integrationsgrenzen von er unabhängig sind, 
ae ge & (1 = An ah | 
Um das zweite Integral abzuschätzen, setzen wir 
.——_ er, E, u er. Y, = io 
Dann ist 


also infolge von (35.) 


| Ya , | [Ü) 
ng re JS ON) gli ti Po he.. 


| CN 2mi: (1 — z)rt! et 20a 





e2r+1 1 e2r+! 

y2C09n 07 2y Cl 
wo g eine von n unabhängige endliche positive Zahl bedeutet. Ähnliche 
Abschätzungen wie (39.) und (40.) bestehen auch für das von v, bis 2, 
erstreckte Integral. 


m ist 


K2d)—- I) | m 1 2rı 
af (1 ya 2) )r+1 zn+1 dz <=, op N +3 (1 3 1 Er N 





y+l 
2: er or BEREN 
Diese Abschätzungen und die Gleichungen (37.) und (38.) ergeben aber 
die Richtigkeit von (34). 

Die in unserem Satze behauptete gleichmäßige Summierbarkeit be- 
ruht auf der Tatsache, daß jede in einer abgeschlossenen Punktmenge 
stetige Funktion daselbst gleichmäßig stetig ist. 

Eine leichte Umformung unseres Beweises ergibt statt Satz III 
einen allgemeineren Satz, der sich in meiner zitierten „„Comptes Rendus‘- 


Mitteilung findet. 
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Über die konforme Abbildung ebener 
 analytischer Gebiete mit Ecken. 


Von Herrn Leon Lichtenstein in Berlin. 





Die konforme Abbildung eines von einer endlichen Anzahl Stücke 
analytischer Linien begrenzten einfach zusammenhängenden Gebietes ohne 
Spitzen auf den Einheitskreis läßt sich, wie folgt, durchführen. Man be- 
weist zunächst nach einer der bekannten Methoden für die Auflösung der 
ersten Randwertaufgabe der Potentialtheorie die Existenz der zu dem be- 
trachteten Gebiete gehörigen Greenschen Funktion @. Sodann wird die 
komplementäre Potentialfunktion ZH gebildet und es wird gezeigt, daß die 
Funktion F(z) = e°*'? sich in den Ecken stetig verhält und eine die Ab- 


bildung vermittelnde Funktion darstellt. Die Ableitung Be ist im Innern 


und auf dem Rande des Gebietes, die Ecken ausgenommen, stetig und 
von Null verschieden. Über das Verhalten von un in der Nachbarschaft 





der Ecken sagt keine der üblichen Methoden zunächst etwas aus. Dieses 
Verhalten muß man indessen kennen, wenn man das zweite und nament- 
lich das dritte Randwertproblem der Potentialtheorie für ebene Gebiete 
mit Ecken auflösen will. Auch bei der Behandlung der Randwertaufgaben 
in der Theorie der partiellen Differentialgleichung 


u Odu ou OU 
(1.) dr: te IE 
müssen die Werte der Ableitung er in der Nachbarschaft der Ecken 


betrachtet werden. 
Bekanntlich läßt sich die Bestimmung einer im Innern eines von 


stetig gekrümmten Kurven begrenzten Gebietes regulären Potentialfunktion 
mit vorgeschriebenen Randwerten auf die Auflösung einer der Fredholm- 
schen Methode zugänglichen Integralgleichung zurückführen. Dieses Ver- 
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fahren ergibt für die gesuchte Lösung einen verhältnismäßig einfachen ex- 
pliziten Ausdruck und macht schwierige Konvergenzbetrachtungen ent- 
behrlich. Einen ähnlichen Fortschritt für die Gebiete mit Ecken zu er- 
reichen, war bis jetzt nicht gelungen. 

Ein sehr einfaches Verfahren, welches die konforme Abbildung ebener 
Gebiete mit Ecken und die Auflösung der drei Randwertaufgaben der Poten- 
tialtheorie für diese Gebiete auf die Auflösung der der Fredholmschen Me- 
thode zugänglichen Integralgleichungen zurückzuführen gestattet, soll in den 
folgenden Ausführungen mitgeteilt werden. Dieses Verfahren gibt überdies 
Aufschluß über das Verhalten der Ableitung der die Abbildung vermitteln- 
den Funktion F(z) in der Nähe der Ecken. Ist an der von zwei Nach- 
barseiten der Begrenzung im Koordinatenursprung eingeschlossene Winkel, so 


ist in der Umgebung der Ecke 


1 
m 2 _ ze" x ste. Funktion. 


Diese Beziehung ist, wie es scheint, bis jetzt nur in dem speziellen 
Falle einer von Kreisbogen gebildeten Ecke, oder einer Ecke, die sich 
durch Vermittelung einer regulären analytischen Funktion auf die vorer- 
wähnte zurückführen läßt, bewiesen worden. 

Ich bemerke zum Schluß, daß das in der vorliegenden Arbeit an- 
gegebene Verfahren nur anwendbar ist, wenn die Randkurven aus Stücken 
regulär analytischer Linien bestehen. Demgegenüber führt z. B. die Me- 
thode von Neumann-Zaremba zum Ziele, wenn das betrachtete Gebiet keine 
Spitzen hat und seine Randkurven etwa abteilungsweise stetige Tangente 
und Krümmung haben*). Die Beschränkung auf analytische Kurven erscheint 
indessen im allgemeinen nicht als wesentlich. Sie wird überdies, wie ich hoffe, 
durch die besonderen Vorteile meiner Methode, die ein tieferes Eindringen in 
das Wesen der in den Ecken vorhandenen Singularität gestattet, aufgewogen. 


Kapitel I. Konforme Abbildung ebener Gebiete mit Ecken. 
81. 


Es sei S eine geschlossene, sich selbst weder durchschneidende, noch 
berührende Kurve mit stetiger Tangente in der Ebene der Variablen (z,y). 





*) Vgl. 8. Zaremba, Les fonctions fondamentales de M. Poincare et la möthode 
de Neumann pour une frontiere compos&e de polygones curvilignes, Journal de Math£- 


matiques, V. Ser., T. X (1904), p. 395—444. (Siehe die Fußnote auf S. 112). 
14* 
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Es sei o die Länge irgendeines zusammenhängenden Teiles der Begrenzungs- 
kurve, # der Winkel der beiden in den Endpunkten von 0 errichteten 
Normalen von 8. Ist 4 <<Co, worin Ü eine gewisse Konstante bedeutet, 
so kann das von S begrenzte endliche Gebiet T durch Vermittelung einer 
in T und auf S stetigen NO a. auf den Einheitskreis konform 


abgebildet werden. Die Ableitung ® ze 2) ist noch auf dem Rande des Ge- 
bietes stetig und von Null . 


Dieser Satz wird als bekannt vorausgesetzt. 
In der Ebene der Variablen (x,y) mögen zwei sich im Koordi- 





natenursprung schneidende analytisch reguläre Kurvenstücke 
(2.) sel, y=at+@g® + +. (S,) 
und 

(3.) z=t, y=bti+b+bl + (S,) 
gegeben sein. Die unendlichen Reihen (2.) und (3.), deren Koeffizienten 
alle reell sind, mögen im Innern eines Kreises vom Radius {,>0 um den 
Koordinatenursprung unbedingt und im .gleichen Grade konvergieren. Es 
sei «arı irgendeiner der von den Kurven S, und 5, eingeschlossenen Winkel. 
Wir setzen z=x+ iy und beweisen folgenden Hilfssatz: 

Man kann stets durch Vermittelung einer passend gewählten ganzen 

rationalen Funktion 

(4.) Z=2+ 4A, ++ + 4,2" 
die Kurven S, und S, auf ein Paar von Kurven S{ und 8} abbilden, die mit 
den zugehörigen Scheiteltangenten Berührung m-ter Ordnung haben. Ist die 


Zahl & rational und gleich = (die Zahlen p und q relativ prim), so kann 


m höchstens gleich gq gewählt werden. Ist «& irrational, so bleibt m beliebig *). 
Durch Vermittelung der Funktion (4.) wird die Kurve S, auf eine 
Kurve 8; abgebildet, deren Gleichung in der Form 
X+i/=(l+aV)t +, ++: 
(5.) + All 1 Ay? 198 + or + Mani. ++] 
+ Ali (1-+ai u -- a - wo + ...]" 


*) Indem wir die Gleichungen der Kurven 8, und $, in der Form (2.) und 
(3.) schreiben, setzen wir stillschweigend voraus, daß keine der beiden Scheiteltangenten 
der y-Achse parallel ist. Da man die Koordinatenachsen beliebig wählen kann, so 
stellt diese Annahme offenbar keine Einschränkung dar. 
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geschrieben werden kann. Da die Kurve S, mit ihrer Scheiteltangente Berüh- 
rung m-ter Ordnung haben soll, so muß der Ausdruck Y—a,X die Gestalt 
(6.) Y-aX=coft!roftt+.. 
haben. Da das Glied mit i auf der linken Seite von (6.) identisch ver- 
schwindet, so ergibt diese Beziehung zur Bestimmung der (m — 1) komplexen 
Koeffizienten A, = & + gt, ... A1= &% + Pmt (m—1) lineare Gleichungen. 
Ebenso viele Gleichungen ergibt die Forderung, daß auch die Kurve S, mit 
ihrer Scheiteltangente Berührung m-ter Ordnung haben soll. Es fragt sich 
nur, ob dieses System von Gleichungen immer auflösbar ıst. Hierzu ist 
folgendes zu bemerken: 

Die beiden Gleichungen, die man erhält, wenn man in dem Aus- 
drucke (6.) und in dem analogen zu der Kurve S, gehörigen Ausdrucke 
den Koeffizienten von {* (k>2) gleich Null setzt, enthalten nur die 
Unbekannten o,, P,,... &, Pr: Es sei a =tgp,, bh, =tgY,. Die soeben 
genannten Gleichungen erscheinen alsdann in der Form 


Br cos(k—1 + % sin(k—1 | 

Br a \ 2 + Rat haft '"=9 

(7.) ; ; (k=2,....m) 
cos(k—1 + 0, sin(k—1 

e | an er m + nt Sshfıı th, 

worin 9, 4,1,8,9;h = 2,...k—1) bekannte Größen bedeuten. 


Ist keine der Determinanten 




















Re — BR. ‚cos(k—1)g,, sin(k—1)y,| _ +sin(k— Ian 
ET cost p, coskt!gy, | cos(k—1)g,, sin(k—1)y, costtiy,coskt!g, 
(k=2,...m) 


gleich Null, so lassen sich die Koeffizienten A,, ... A, eindeutig bestimmen. Ist 
a irrational, so kann keine der Determinanten D, verschwinden; ist dagegen 


oe = ?, worin p und g teilerfremde ganze Zahlen bedeuten, so ist die erste 


verschwindende Determinante D,,,. Unser Hilfssatz ist hiermit vollständig 


bewiesen. 
Löst man die sich aus (5.) ergebende Gleichung 
(9.) X=t+[(1—- a), — 2a, Bl" +» 


nach £ auf und setzt man den so erhaltenen Wert in (6.) ein, so erhält 
die Gleichung der Kurve $] die Gestalt 

(10.) YoasX4+4X” +42"... 
Die Gleichung der Kurve 8, lautet 

(11.) Y=bX+0X”+6&X" +... 
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Die Kurven (10.) und (11.) schließen miteinander acht Winkel 
ein. Wir betrachten irgendeinen der beiden Winkel, die den Wert an 
haben, und bezeichnen seine Seiten mit S}’ und 8. 7 stellt einen Zweig 
der Kurve 8,, 52’ einen Zweig der Kurve 8; dar. Nunmehr führen wir 
durch Vermittelung der Funktion 


1 
(12.) Z,=X,+iY, =Z°=(X+iY) 
1 


1 
a 


eine konforme Abbildung aus. Unter Z“ verstehen wir etwa denjenigen 
1 
— log Z 


Zweig der Funktion e® , der die. positive Hälfte der X-Achse in sich 
selbst transformiert. Der Kurvenzug 8}'8, wird hierbei auf ein Kurven- 
stück S mit stetiger Tangente abgebildet. Es ist nun leicht zu zeigen, 
daß S abteilungsweise stetige Krümmung hat. 

Betrachten wir z. B. die Kurve $/’ und nehmen wir der Einfach- 
heit halber an, ihre Scheiteltangente liege in der den positiven Abszissen 
entsprechenden Halbebene. S}’ wird auf eine Kurve $}” abgebildet, deren 
Gleichung in der Form 


1 
X, +iY, = X@lll +ia,) Hid X” + id, X + | 
1 1 
= X (1+ia)[I+(f +i) X” + +ig)X" +...) 


1 Pe 
ı 008-9, + sin — 9Q, 


we X*. 


1 
a 


(13.) 





1 -[1+ (d+ ie) X" Het ig )X +...) 


(cos 9,)* 
geschrieben werden kann. 


Aus (13.) erhalten wir die weiteren Formeln 





1 


I 
X,=X° (1+4X” +8" +) 














(cos P,)* 
sin zn e\ a 
+ ir (mA +4Ä +)) 
RR (00 p)° 
ıf cos—g, 
Y, = x] (mn tn) 
(cos p,)* 
sin =. Q, 
+ (1+m,X"+n,X"' +...) i 
(cos $,)* - 
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cos pr und sin up, sind sicher nicht zugleich gleich Null. Es sei z.B. 


cos. Q +0. cos g, ist nach der Voraussetzung —0. Für hinreichend 
kleine Werte von X hat daher, wie aus der ersten der beiden Gleichungen 
(14.) folgt, X, dasselbe Vorzeichen wie cos pn. Der Ausdruck — = 
co8 — @, 
a 


ist somit positiv. Aus der ersten der Formeln (14.) ergibt sich nunmehr 


2 (fern( bes 
cs 9ı c08 Pi 
daher endgültig 
(16.) Y, =X,(n +nXı +). 


Ist «=, worin p und g teilerfremde ganze Zahlen bedeuten, so 


wählen wir m = g, daher am = 9; ist « irrational, so sei m die kleinste, 
der Bedingung «am > 1 genügende, ganze Zahl. Die Kurve $/” ist als- 
dann stetig gekrümmt. In ähnlicher Weise kann gezeigt werden, daß 
auch $8;” stetig gekrümmt ist. Im Koordinatenursprung sind die Krüm- 
mungen der beiden Kurven S/” und $S;” im allgemeinen von einander 
verschieden. S hat somit, wie behauptet, allgemein zu reden, abteilungs- 


weise stetige Krümmung. 


s 2. 

Es sei jetzt T irgend ein von einer endlichen Anzahl Stücke regu- 
lär analytischer Linien begrenztes einfach zusammenhängendes endliches 
Gebiet ohne Spitzen. Es sei A eine Ecke der Begrenzung von T; es 
möge «er der eingeschlossene Winkel sein. Wir nehmen der Einfachheit 
halber an, der Punkt A liege im Koordinatenursprung. Wir ordnen, den 
vorstehenden Entwicklungen gemäß, der Ecke A zwei ganz bestimmte 
Funktionen 


1 


17.) 8=z + 24,2 und (18.) 8, = 8° 


zu, durch deren Vermittelung die beiden Begrenzungsseiten der Ecke A 
auf eine Kurve mit stetiger Tangente und abteilungsweise stetiger Krüm- 
mung abgebildet werden. Eine Ecke des Gebietes T wird hierdurch zum 
Verschwinden gebracht. Dafür können aber im Innern, oder auf dem 
Rande des neuen Gebietes Windungspunkte auftreten ; ferner können Teile 
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dieses Gebietes die Ebene mehrfach bedecken. Wir gehen diesen Kompli- 
katıionen aus dem Wege, wenn wir die Funktionen (17.) und (18.) durch 
andere, passend gewählte, ersetzen. 
Die Funktion (17.) kann man augenscheinlich durch eine Funktion 
(19.) Zr + 3 Art 2 At), 
k=2 i=m+1 


worin & 4,2 eine beständig konvergente Potenzreihe bedeutet, ersetzen. 
d=m+1 
Wir suchen diese Potenzreihe so zu bestimmen, daß die Funktion Z in 


der ganzen Ebene nur die eine Nullstelle z2=0 hat und die Ableitung 


> überhaupt nicht verschwindet. Wir schreiben 


(20.) AR 7 a 
B,,..., B„_ı lassen sich ohne weiteres eindeutig so bestimmen, daß die m 
ersten Glieder der Potenzentwicklung von Z den vorgeschriebenen Wert er- 


halten. Jetzt ist eine ganze transzendente Funktion B„2” + B,.12""" ++. 
dz 
(21.) $(z) 


und daher auch 
u 

Z de 
im Endlichen nirgends verschwindet. Nun ist 

$(z2)=1+B 2 +2B,?+..+(m—1)B,„_12”"" + mB„2” 4 

Wir setzen 
(22.) (2) =e 

und bestimmen 0, ‚..., C„_, so, daß die m ersten Glieder von &(z) den 
verlangten Wert 1+ B,z+.--+(m— 1)B,„_ı2”" erhalten. Alsdann wird 


Z f: ee. 
=e£ 


so zu wählen, daß - 


0240,22 +... +0, 2I1 


(23.) 
Die dem unbestimmten Integrale zukommende Konstante ist so zu wählen, 
daß für z=0 die Ableitung = gleich 1 wird. 

Es sei 7, irgendein einfach zusammenhängendes von einer ge- 
schlossenen regulär analytischen Linie begrenztes Gebiet, welches das 
Gebiet T ganz in seinem Innern enthält. Es sei ferner %, dasjenige 
einfach zusammenhängende, über der Ebene (X, Y) ausgebreitete Gebiet, 
welches dem Gebiete 7, durch die konforme Abbildung (23.) zugeordnet 





*) Die Funktion Z ist mit der in $ 1 ebenso bezeichneten Funktion nicht zu 
verwechseln. 
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wird. Da ” +0 ist, so enthält 7, keinen Windungspunkt. Hingegen 


kann %, die Ebene zum Teil mehrfach bedecken*). Da Z, außer für 
z=0, nicht verschwindet, so ist jedenfalls eine gewisse Umgebung des 
Punktes Z = 0 einfach bedeckt. Es sei ft der Kreis vom Halbmesser o 
um den Koordinatenursprung in der Ebene (X, Y). Wir wählen oe so 
klein, daß f ganz in das Innere von T, fällt und in allen Punkten von 
das Gebiet T, die Ebene einfach bedeckt. 

Wir bezeichnen nunmehr die in dem Gebiete T, erklärte eindeutige 
Umkehrungsfunktion von Z mit uw. Es ist also 

(24.) z=u(Z). 

Durch Vermittelung der Funktion (23.) wird dem Gebiete 7 ein 
Gebiet T, das ganz im Innern von T, liegt, zugeordnet. Es sei T der im 
Innern von $ gelegene Teil von T. Wir verstehen im folgenden allgemein 
unter ©, #>0, denjenigen Zweig der Funktion e?'*”’, der den positiven 


Teil der Achse des Reellen in sich selbst transformiert. Durch Vermitte- 
1 


lung der Funktion Z° wird T auf ein Gebiet T konform abgebildet. Es 
sei Z* ein Punkt in $ außerhalb T**). 
Betrachten wir die durch die Funktion 


1 
(25.) Z’ = (Z° — Z*)° 
vermittelte konforme Abbildung des Gebietes T. Zunächst bemerken wir, 
daß man |Z* so klein wählen kann, daß das Gebiet 7’, auf welches T 
durch (25.) bezogen wird, sich beliebig wenig von % unterscheidet und 
insbesondere im Innern von T, enthalten bleibt. Wir denken uns den 
Punkt Z* der zuletzt genannten Bedingung gemäß bestimmt. Um den 
Charakter der Begrenzungskurve von X in der Nachbarschaft des Punktes 
Z=0 zu untersuchen, bemerken wir, daß man die durch (25.) vermittelte 
konforme Abbildung als Kindergebnis der beiden konformen Abbildungen 


(26.) Z"=Z° und _(27.) Z’ = (Z’— Zr). 
auffassen kann. Aus den vorhin durchgeführten Betrachtungen folgt unter 
Berücksichtigung der besonderen Wahl des Punktes Z*, daß die Randkurve 


*) Man überzeugt sich leicht, daß man T, in eine endliche Anzahl Teile zer- 
legen kann, so daß die zugehörigen Teile von 7, die Ebene (X, Y) einfach bedecken. 
**) Der Leser wird gebeten, sich die zur Veranschaulichung etwa wünschens- 
werten Figuren selbst zu zeichnen. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 15 
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des Gebietes T’ in der Nähe des Punktes (— Z*)”, der der Ecke A ent- 
spricht, stetige Tangente und abteilungsweise stetige Krümmung hat. Nun- 
mehr bilden wir das Gebiet T’ durch Vermittelung der Funktion 2’ = u (Z’) 
auf ein Gebiet 7’ ab. Das Gebiet 7’ liegt ganz im Innern von 7, und 
ist somit über der Ebene überall einfach ausgebreitet. Es sei A’ derjenige 
Punkt der Begrenzung von T’, der der Ecke A entspricht. Die Begren- 
zung von 7’ besteht aus einer endlichen Anzahl Stücke analytischer Linien. 
Es sei n die Anzahl der Ecken des Gebietes 7. Die Randkurven von T’ 
schließen (n— 1) Ecken mit von n verschiedenem Winkel miteinander ein; 
sie können über diese Ecken hinaus analytisch fortgesetzt werden. In 
der „Ecke“ A’ ist der eingeschlossene Winkel gleich rn; im Gegensatz zu 
den übrigen Ecken können die Begrenzungskurven im allgemeinen nicht 
über A’ hinaus analytisch fortgesetzt werden. Sie sind indessen überall 
stetig gekrümmt; nur in A’ sind die Krümmungsradien der beiden dort zu- 
sammenstoßenden Kurvenstücke im allgemeinen voneinander verschieden. 

Durch wiederholte Anwendung des soeben angegebenen Verfahrens 
läßt sich das gegebene Gebiet 7 auf ein Gebiet 7* konform abbilden, 
das von einer Kurve begrenzt ist, welche stetige Tangente und abteilungs- 
weise stetige Krümmung hat. Die Begrenzung des Gebietes 7T* entspricht 
offenbar den Voraussetzungen des zu Anfang dieses Kapitels angeführ- 
ten Satzes. 

Durch die bisherigen Entwicklungen und durch jenen Satz ist so- 
mit die konforme Abbildung des Gebietes T auf den Einheitskreis voll- 
ständig erledigt. Das vorgelegte Gebiet 7 wird durch eine Reihe von 
konformen Abbildungen, die explizite angegeben werden können, sobald die 
Gleichungen der Begrenzungskurven von 7 bekannt sind, auf ein Gebiet 
T* abgebildet. Die Fredholmsche Theorie liefert den expliziten Ausdruck 
für den reellen Teil derjenigen analytischen Funktion, welche das Gebiet 
T* auf den Einheitskreis abbildet. 

Es sei nunmehr F(z) eine analytische Funktion, durch deren Ver- 
mittelung das Gebiet T auf den Einheitskreis konform abgebildet werden 
kann, und es mögen 2” =0, 2®,... 2” die Eckpunkte des Gebietes, 
ar = en, a®r,... a®"n die zugehörigen Winkel bedeuten. Aus den soeben 
durchgeführten ar folgt, wie sich ohne Mühe zeigen läßt, daß 

(2 


man die Ableitung ae ra in der Form 





| 
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dr) ®%, er 
(28.) =D (@-29)* Ole), 
z i=1 


worin O(z) eine ın T und auf S stetige, von Null verschiedene Funktion 
bedeutet, darstellen kann. 

Aus der erörterten Bildungsweise der Funktion F(z) kann man 
noch einen weiteren Schluß ziehen. Die durch die Funktion (23.) ver- 
mittelte Abbildung ist überall im Endlichen winkeltreu. Die das Gebiet 
T* auf den Einheitskreis beziehende Funktion ist stetig; ihre Ableitung 
ist noch auf dem Rande stetig und von Null verschieden; diese Abbildung 
ist somit im Innern und auf dem Rande winkeltreu. Durch die Abbildung 
(25.) schließlich werden die Winkel im Punkte Z= 0 im Verhältnis en:n 
vergrößert oder verkleinert. Wir können daher sagen: 

Bei der durch die Funktion F(z) vermittelten konformen Abbildung 
werden die Winkel in der Ecke A im Verhältnis en:nı vergrößert oder verkleinert*). 

Sind ‚alle «® irrational, so kann man den Grad m der ganzen 
rationalen Funktion (17.) beliebig hoch wählen. Durch Vermittelung der 
im obigen angegebenen Folge von analytischen Funktionen wird alsdann 
das Gebiet T auf ein Gebiet z abgebildet, dessen Randkurve sich in ihren 
Eigenschaften einer analytischen Kurve nähert: die Koordinaten der Punkte 
dieser Kurve haben, als Funktionen der Bogenlänge betrachtet, stetige 
Ableitungen bis zu einer gewissen endlichen Ordnung m,, die mit m über 
alle Grenzen wächst. Es sei //(z) eine analytische Funktion, durch deren 
Vermittelung das Gebiet z auf den Einheitskreis konform abgebildet werden 
kann. Die Funktion //(z) ıst neben ihren Ableitungen, bis zu einer 
gewissen endlichen, mit m, unbegrenzt wachsenden Ordnung, noch auf dem 
Rande des Gebietes stetig. Hieraus kann man nun folgenden Schluß 
über das Verhalten der höheren Ableitungen der Funktion F(z) in der 
Ecke A ziehen: Es ist 
k 
(2 en 

Es möge vorübergehend 7’ irgendein Teilgebiet von T, das die 
Ecke A, aber keine weitere Ecke von T enthält, bezeichnen. 

Die Funktion F,(z) ist in T regulär und im Innern und auf dem 


Rande von T’ beschränkt. 


(2°)-Fı(2). 





*) Vgl.P. Painleve, Comptes rendus de l’Acad. des Sciences. Paris. T. CXII,1891. 
15* 
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Dieser Satz ist höchst wahrscheinlich auch dann noch richtig, wenn 
einzelne oder alle « rational sind. Da in diesem Falle die Exponenten m 
nicht alle beliebig hoch gewählt werden können, so müßte der Beweis 
indessen anders, als im obigen angedeutet, geführt werden. 

Es seı F*(z) eine analytische Funktion, durch deren Vermittelung 
das Gebiet T auf eine Halbebene konform abgebildet werden kann, und 
zwar so, daß dem Punkte z=0 ein Punkt im Endlichen zugeordnet wird. 
Die soeben erwähnte Tatsache hat nun, wie man sich leicht überzeugt, 
zur Folge, daß es im allgemeinen nicht möglich ist, für die Funktion F* (z) 
in der Nähe der Ecke A eine Entwicklung von der Form 


1 
2” Bl(2), P(0) +0 
anzugeben. Man sieht ferner leicht ein, daß auch eine Entwicklung von 


der Form 
1 1 


2° 8, (2°), Rı(0) + 0 
im allgemeinen nicht statthat. 

Wir haben uns bis jetzt mit der konformen Abbildung einfach 
zusammenhängender Gebiete beschäftigt. In ähnlicher Weise läßt sich die 
konforme Abbildung eines von einer endlichen Anzahl Stücke analytischer 
Kurven begrenzten mehrfach zusammenhängenden endlichen Gebietes ohne 
Spitzen auf ein von geschlossenen, regulär analytischen Kurven begrenztes 
endliches Gebiet durchführen. Liegt schließlich ein unendliches Gebiet 
vor, so kann man die Aufgabe durch eine geeignete lineare gebrochene 
Substitution auf die vorerwähnte zurückführen. 


Kapitel II. Die linearen Randwertaufgaben der Potentialtheorie für ebene 
analytische Gebiete mit Ecken. 


81. 


Die Betrachtungen des ersten Kapitels gestatten nunmehr die drei 
Randwertaufgaben der Potentialtheorie für ebene analytische Gebiete mit 
Ecken auf die Auflösung der der Fredholmschen Methode zugänglichen 
Integralgleichungen zurückzuführen. 

Es möge sich zunächst um die Bestimmung einer im Innern des 


als endlich vorausgesetzten einfach oder mehrfach zusammenhängenden 
Gebietes T regulären Potentialfunktion u(x,y) handeln, wenn am Rande 
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entweder die Werte h(s) der Funktion selbst oder die Werte g(s) ihrer 
Normalableitung vorgeschrieben sind. h(s) und g(s) mögen beschränkte und 
im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktionen der Bogenlänge s bedeuten. 

Wie wir im ersten Kapitel dieser Arbeit gesehen haben, kann das 
Gebiet T durch Vermittelung einer analytischen Funktion z2’(z) auf ein 
von geschlossenen, regulär analytischen Kurven begrenztes Gebiet T’ abge- 


’ 


bildet werden. Die Ableitung er ist überall in T und auf der Begrenzung 


S von T, die Ecken ausgenommen, stetig und von Null verschieden. In 
dz' 


der Nähe einer Ecke A ist Foo . (z“).stetiger Funktion. Wir bezeichnen 


die Gesamtheit der Begrenzungskurven von T’ mit 8’, die von gewissen 
festen Anfangspunkten gemessene Bogenlänge von 5’ mit s”. 

Die vorliegende Aufgabe ist offenbar dem folgenden Problem äqui- 
valent: Es ist eine in T’ reguläre Potentialfunktion v(#’,y’) zu bestimmen, 
wenn entweder ihre Randwerte /(s’) oder die Werte ihrer Normalableitung 
k(s’) vorgeschrieben sind. Die Funktion /(s’) ist, wie man sich leicht 
überzeugt, beschränkt und im Lebesgueschen Sinne integrierbar. Es sei (n) 
eine Innennormale des Gebietes 7, (n’) die korrespondierende Innennormale 


von T’. Aus der Gleichung 
OvV ou |dz 

I.) „rule 
folgt, daß die Funktion %k(s’) in jedem, die den Ecken entsprechenden 
Randpunkte nicht enthaltenden Teile von 5’ beschränkt und im Lebesgue- 
schen Sinne integrierbar ist. Es sei A’ derjenige Punkt von 5’, der dem 
Eckpunkte A entspricht. Es mögen s und s’ die zu den Punkten A und 
A’ gehörigen Werte der Bogenlänge bedeuten. In der Nähe von 4’ ist 

(31.) k(s’)=g(s)-|s’ — s’ *.stet. Funkt. = s’— s’ *'.beschr. Funkt. 
Die Funktion %k(s’) ist, sofern « <l angenommen wird, nicht beschränkt, 
jedoch im Lebesgueschen Sinne integrierbar (sommable)*). Ist, allgemeiner, 
in der Nähe der Ecke A 

(32.) a(s)| <Cis—s A, B>0, 
worin Ü eine Konstante bedeutet, so findet man 

|k(s’)| <C’.)s— ss’ — 87], oder 


(33.) 'k(s’) ei C”|s — se @—HD+ra— __ Ce” Ig’ _ 5a 





*) In den folgenden Betrachtungen werden stets alle « kleiner als 1 vor- 
ausgesetzt. 








112 Lichtenstein, konforme Abbildung ebener Gebiete mit Ecken. 


0’ und ©” sind gewisse positive Größen. Die im allgemeinen nicht be- 
schränkte Funktion %k(s’) ist auch jetzt noch im ZLebesgueschen Sinne 
integrierbar. Das nunmehr vorliegende Problem läßt sich bekanntlich 
sofort auf die Auflösung einer linearen nicht homogenen Integralgleichung 
mit stetigem Kerne zurückführen. Damit sind die beiden ersten Randwert- 
aufgaben der Potentialtheorie für Innengebiete mit Ecken bereits erledigt. 

Dieses Resultat ist natürlich nicht neu: die erste Randwertaufgabe 
kann für Gebiete mit Ecken nach allen klassischen Verfahren behandelt 
werden; die zweite Randwertaufgabe kann sogar in einem weiteren Um- 
fange, wie von Herrn Zaremba zuerst gezeigt worden ist, mit Hilfe der 
Neumannschen Methode erledigt werden*). Das im obigen dargelegte 
Verfahren der Zurückführung auf eine Integralgleichung empfiehlt sich durch 
seine Kürze und Übersichtlichkeit. 

Resultate, die voraussichtlich neu sind, ergeben sich, wenn man 
zu der dritten Randwertaufgabe übergeht. 

Es sei diejenige im Innern des Gebietes 7’ reguläre Potentialfunk- 


tion u(x,y) zu bestimmen, die am Rande der Bedingung 


(34.) 2) 4 ls) u(s) = g(s) 


genügt. /(s) und g(s) sind beschränkte und im Zebesgueschen Sinne inte- 
grierbare Funktionen der Bogenlänge; /(s) ist natürlich nicht identisch 
gleich Null. Diese Aufgabe ist der folgenden äquivalent. Es ist diejenige 
im Innern des Gebietes 7’ reguläre Potentialfunktion w(z’, y’) zu bestimmen, 
welche die Randbedingung 


(35.) I + je) wie) = ke) 


erfüllt. 7(s’) und k(s’) sind in jedem, die den Ecken entsprechenden 


Punkte nicht enthaltenden Teile von 8’ beschränkt und im Lebesgueschen 
Sinne integrierbar. In der Nähe des Punktes 4A’ ist 





*) Vgl. 8. Zaremba, Les fonetions fondamentales de M. Poincare ete., Journal 
de Math&matiques, 1904, p. 395—444. Herr Zaremba betrachtet einfach oder mehr- 
fach zusammenhängende, von einer endlichen Anzahl Stücke von Kurven mit stetiger 
Tangente begrenzte Gebiete ohne Spitzen. Ist « die Länge irgendeines Teiles einer 
Kurve, 0 der Winkel der beiden in den Endpunkten von o errichteten Normalen, so 
ist d<C,o, worin ©, eine gewisse positive Größe bedeutet. Die von Herrn Zaremba 
eingeführten Randbedingungen sind mit den soeben betrachteten Bedingungen (32.) 
im wesentlichen identisch. 
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<a, 
k(s’)| < 0,|s’ — s’. 

C, und ©, sind gewisse positive Werte. Die nicht beschränkten Funktionen 
j(s’) und k(s’) sind, wie man leicht zeigen kann, im Lebesgueschen Sinne 


(36.) 


integrierbar. 
Ich habe bereits früher das zweite und das dritte Randwertproblem 


der Potentialtheorie für stetig gekrümmte Gebiete behandelt und die 
Existenz gewisser @reenscher Funktionen bewiesen*). In dem jetzt vor- 
liegenden Falle der Gebiete mit Ecken führen die an der bezeichneten 
Stelle durchgeführten Betrachtungen immer noch zum Ziele, nur erfordert 
die Auflösung der sich nunmehr ergebenden Integralgleichungen einige be- 
sondere Überlegungen. Auch ist bei dem Nachweise der Vollständigkeit 
der Lösung einige Vorsicht am Platze. 

Wir ändern jetzt die Bezeichnungen, um die folgenden Ausführungen 
an die zitierten Untersuchungen direkt anschließen zu können. Wir be- 
zeichnen das vorgelegte Gebiet mit T, seine Begrenzung mit S**). Für 
(2,9), f(z,y), ($,n), f($, 7) schreiben wir zur Vereinfachung z, f(z), £, f(£). 
Wir bezeichnen ferner die Punkte im Innern des Gebietes mit 2, 2,. 2, ---, 
die Punkte am Rande mit [,LZ,,&,.... Die Entfernung der Punkte z und 
C möge r,; heißen. Die Randbedingung schreiben wir in der Gestalt 


(37.) I eu) = 


Die Funktionen f(©) und g(£) sind, außer in der Nachbarschaft 
einer endlichen Anzahl Punkte £®,[®,...5®, beschränkt und im Lebesgue- 


schen Sinne integrierbar. In der Umgebung des singulären Punktes [® ist 
FF | 


(8) MO<OrE, AI <HE, 1>A>0. 
Wir nehmen an, daß es keine auf S ausgebreitete, von Null ver- 
schiedene einfache Belegung gibt, deren Potential in 7 identisch verschwindet. 





*) „Über die zweite und dritte Randwertaufgabe in der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen 6! + gi 0 und ie + De. p(x,y)“. Sitzungsberichte 
da? oy? 04? oy- ME 
der Berliner Mathematischen Gesellschaft, 1909, IX Jahrgang, S. 19—28. 
*) T und $ treten somit an Stelle von 7’ und $° ein. 
***) Die Funktionen 4, f, 9 treten an Stelle von w, j, k ein. Sie sind mit den 
am Anfang dieses Kapitels ebenso bezeichneten Funktionen nicht zu verwechseln. 
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Sollte diese Annahme für das gerade betrachtete Gebiet nicht zutreffen, 
so würde jede Transformation von der Form 
"=ya, Y=yY: 
worin y eine von Null und Eins verschiedene Konstante bedeutet, dieses Ge- 
biet in ein Gebiet überführen, welches die gewünschte Eigenschaft besitzt *). 
Wir machen den Ansatz 


1 
(39.) u(z)= / log OA 
und erhalten zur Bestimmung der Belegung #({) in bekannter Weise die 
Integralgleichung 


6) 1 1 ’ } 
(40.) m0(6) = S gu. (108 =) 008) de; + ME) log 7-0 Od 96)" 
Es sei Z&, ein von den Punkten £®,...£® verschiedener Punkt 


von S. Das erste Glied des Kernes 


16) 1 1 
(41.) 32, (log Ze) + f(&) log ; 


ist, als Funktion von 5 betrachtet, stetig; das zweite Glied wird für =[{, 
logarithmisch unendlich. Der erste iterierte Kern hat, wie man sich durch 
direkte Ausrechnung überzeugt, die Form 

(42.) Pı(&» 5 + 16) Pad), 
worin P,(&,,£) und P,(&,,&) stetige Funktionen ihrer beiden Argumente 


bedeuten. 
Die Integralgleichung (40.) ist einer Integralgleichung von der Form 


(43.) 9(£,) + /IRı (Co; c) Tr I(&) P,(%; C)]0 (E)ds; 22 9, (&0) 
äquivalent. Die Funktion g,(£,) wird, wie f(£,) und g({,), an einer end- 
lichen Anzahl Stellen £® @=1,...k) von der Ordnung 1—ß,ß;>0 


unendlich. 
8.2. 
Betrachten wir die Integralgleichung 


(4.) O6) +2 /[Pı&,E) + HE) Pr, 010 (Eds; = 91(&0) 


*) Vgl. die vorhin zitierte Arbeit des Verfassers, S. 21 u. 22. 
*) A.a.0. S.23. Durch das Zeichen ds; soll angedeutet werden, daß { die 
Integrationsvariable ist. | 
***) Diese Beziehung ist erfüllt überall, außer höchstens in einer Menge von 


Punkten vom Maße Null, sofern f(£), 9(£) und #(£) im Riemannschen Sinne integrierbar 
sind. Sie gilt vermutlich auch, wenn diese Funktionen, wie vorausgesetzt, beschränkt 


und im Lebesgueschen Sinne integrierbar sind. 
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und nehmen wir allgemeiner an, ?P, und P, mögen stetige Funktionen 
ihrer beiden Argumente, f(£,) und g,(&,) nicht beschränkte, im Lebesgque- 
schen Sinne integrierbare Funktionen bedeuten. 

Man bemerkt leicht, daß es nicht möglich ist, durch wiederholte 
Iteration zu einem überall stetigen Kerne zu gelangen; alle iterierten Kerne 
haben vielmehr die Gestalt (42.). Nichtsdestoweniger bleibt die Fredholm - 
sche Theorie auf die Integralgleichung (44.) in vollem Umfange anwendbar. 

Betrachten wir, in der Tat, den Fredholmschen Ausdruck 


D(0) 3 740,0) 
(45.) F(&,; 6) ER "Da > 7m ud 
PET 
m=0 


Im vorliegenden Falle ist 
A, (do; C) P,(&0; C) + /(&) P,(&o; C), An (Co; C) = [ 4.49, u Fun 


(46.) pP, (58) + M&)P2(&, d), P, (9; L)+ (9) P2(9, ’ ), FR P,(Im; {) + Im) Px(Im; x) 
P, (91) +) Pl 9) FTP I Pl Om) PelkIm 4) 

Am= Pı (lo 82) +1 (&0) Palo 92), Pı9, 92) + OH) Pe 9 92). PrlIm Ie)+ Im) PlIm 92) . 
| - “ . | 

| ; , 

Pl 9m) +) P(koIm), Pı(91,9m) + HI) PrlI Im) PlIm Im) 4 Im) PlIms Im) 


(47.) A, = [An ı(9,9) d9. 


Die Integration ist über alle Begrenzungskurven S zu erstrecken. 
d3,d9,,... d9, bedeuten das .Bogendifferential. Für (46.) schreiben wir 


zur Vereinfachung 
(48. ) An (Co, 6) = Anl; 5) + Am (do &) Fo). 
Hierin bedeutet A, (&,,&) den Ausdruck 
Anl, &)= S+- [ md9d49...d9,,, 


(49.) IP (do 6; P, (9, C) + (9) P2(9,, C) Em. P, (Im C) + I) Pr lIm; c) 
P,(& 9), Pı (9, 3)+f(9)P, (9, 4), u P (Im; 3) + (9) Pe(Im 9) 


I, = 





PCI) Pl) + FI) PrlI: I) DI I) Pl) 
Man erhält A/(%,{), wenn man in der unter dem Integralzeichen 


stehenden Determinante in der ersten Spalte P, durch P, ersetzt. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 16 
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Es sei 
(50.) M = Max (/P,(&, 0), Pl, 8), T= fa9, p= fIHH|as. 


Zerlegt man die in den Ausdrücken A), (£,,&) und A, (&,,&) vorkommenden 
Determinanten in leicht ersichtlicher Weise in je 2” Summanden und 
wendet man den bekannten Determinantensatz von Herrn Hadamard an, 
so findet man die Ungleichheitsbedingungen 


m+1 | 
1A Ol <Im +1) * Mer 4 (M-ip +... + pr] 
m+1 
ann 2 Mm+ı Fin 
(51.) Ari (m + 1) ? M"+!(T +9)", 


A <(m+N)? Mill + pP", 
4m] < m? M"(l + p)”. 

Offenbar ist | 

(52.) F (Co, Ü) a F,(&; #- A) a Ho) Fr(do; 5; k), 

worin F,(&,5;4) und F,({,,6;4) stetige Funktionen von [, und und 
meromorphe Funktionen des Parameters 4 darstellen. 

Es sei zunächst A keine Nullstelle der Funktion D(4). Man über- 
zeugt sich ohne Mühe durch direktes Einsetzen, daß die Funktion 


(53.) 9%) =) a / FI) (949 
die Lösung der Integralgleichung (44.) darstellt. Die Funktion #({,) wird 
in der Nachbarschaft derjenigen Punkte des Randes, in denen f({,) und 


9,(£,) nicht beschränkt sind, allgemein zu reden, unendlich. 
Ist A eine Nullstelle von D(A), so ist die homogene Integralgleichung 


(54) Ol) +A STPE8) + HE), D10(E)ds; = 0 
auflösbar. Die Übertragung der bekannten weiteren Schlüsse von Herrn 
Fredholm bietet keine Schwierigkeiten. 

Kehren wir zu der speziellen Integralgleichung (43.) zurück. Es 
sei zunächst —1 kein Eigenwert des Kernes P,(&,&) + fl&)P(&;8)- 
Die Funktion #(£,) wird, wie aus der Formel (53.) folgt, in der Nachbar- 
schaft der Punkte £9,...£®, allgemein zu reden, wie die Funktionen f(Z,) 
und g(£,) unendlich. Die Funktion w(z) ist in T und auf $ stetig. Die 





Normalableitung un erfüllt, wie sich leicht zeigen läßt, in der Nachbar- 


schaft der singulären Punkte £®,...5® die Ungleichheitsbedingungen 
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(55, ) 


worin D, gewisse positive us Sn Außer höchstens einer Menge 
von Punkten vom Maße Null, ist überall 


I Luc) = ge). 


Im vorliegenden Falle existiert ferner die zu der Randbedingung (35.) 
gehörige Greensche Funktion der Differentialgleichung Ju = 0. 

Ist —1 ein Eigenwert des Kernes P,(&,,£&) + f&)P:(%,&), so 
existiert die s.g. @reensche Funktion im erweiterten Sinne. Diese Sätze 
lassen sich im wesentlichen in derselben Weise, wie für durchaus stetige 
f(&), ableiten *). 

Hierbei ist nur, was die Problemstellung selbst anbetrifft, folgendes 
zu beachten. Es sei 2 ein Punkt auf der Normale (n) im Punkte { des 
Randes. Sind (©) und g(£) ZUM: stetig, so kann man die Forderung 


ai 2) ou(d) 
on 


der ganzen Berandung des Gebietes in then Grade konvergiere,. Als- 
dann läßt sich zeigen, daß das im vorhergehenden angegebene Verfahren 
alle Lösungen des Problems liefert. In dem jetzt vorliegenden allge- 
meineren Falle ist diese Forderung durch die folgende zu ersetzen: 
Es sei 7 irgend ein die Punkte [®, 5®,...£® nicht enthaltender 
Teil des Gebietes 7. Die Funktion «(2 ı soll in T und auf S stetig, in 
ee 


T regulär sein. Die partielle Ableitung ——- soll im Innern und auf dem 


(56.) 





stellen, daß der Differentialquotient gegen den Grenzwert auf 


Rande jedes Gebietes 7 beschränkt sein. 1 der Nachbarschaft des singu- 
lären Punktes £® soll 


ou(z) % q 
in Mm <D9ro 


I 


1 


(57.) ’ 1>y,,>0 


sein, worin die D® gewisse positive Größen bedeuten. In allen Punkten von 
S, mit Ausschluß einer gewissen Menge vom Maße Null, ist 


(58.) I uk) = gie). 


*) Vergl. meine wiederholt zitierte Arbeit in den Sitzungsberichten der Berliner 
Mathematischen Gesellschaft. 


16* 
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Wir zeigen nunmehr, daß die vorhin gefundenen Lösungen die 
einzigen vorhandenen sind. 

Es sei T’ irgend ein ganz im Innern von T gelegenes Gebiet; $’ 
sei seine aus stetig gekrümmten Kurven bestehende Begrenzung. Es 
mögen t und w Funktionen bedeuten, die in 7 und auf S stetig sind und 


in T stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben. Die 
partiellen Ableitungen Ze = sind in jedem Gebiete 7 beschränkt 
und erfüllen in der Nachbarschaft der Punkte £® die Ungleichheitsbe- 
dingungen 

(59.) 4 <E, er | a < E; 2 # 1>0,>0. 


Die E, sind gewisse positive Größen. Abgesehen von einer Menge von 





Punkten vom Maße Null sind die Grenzwerte — > und > - vorhanden. 
Bekanntlich ist 


(60.) SI 140 —wär)dzd = — /e ( Be... u |ar. 


- 


worin £ einen variablen Punkt auf S’ bedeutet. Se lassen nunmehr 7’ 
gegen T konvergieren. Berücksichtigt man den bekannten Satz von Herrn 
Lebesgue über die Vertauschbarkeit des Grenzüberganges und der Integration 
und beachtet man die Ungleichheitsbedingungen (59.), so erhält man die 


Beziehung 
Wir t4w— w4t)dedy = — = Ele ne ds;. 


s 
Es sei z* ein Punkt im Innern von T. 2. man in (61.) für 





t(z) und w(z) entsprechend «(2) und log _ — ein, so findet man 
n 
(62.) u(2*) = Su ({) [35 (1og 1) 4 yon „es: 
— 5 S O)1og - 


Läßt man jetzt den Punkt 2* gegen einen Punkt &, des Randes 
konvergieren und beachtet man die bekannten Unstetigkeitseigenschaften 
des Potentials einer Doppelbelegung, so erhält man nach einer leichten 


Umformung für alle &,, außer höchstens für eine Menge von Punkten vom 
Maße Null, die Beziehung 
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8) wit f wol; (log „-) + f&log ,.]ds: 


1 
a Ss) log - ds;. 
Diese Integralgleichung ist der Integralgleichung (40.) adjungiert. 
Sie hat in jedem Falle dieselbe Anzahl linear unabhängiger Lösungen wie 
jene Gleichung. Die von uns gefundenen Lösungen stellen somit alle die 
zuletzt genannten Forderungen erfüllenden Lösungen des Problems dar. 
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Volterrasche Integralgleichungen und Summen- 
gleichungen. 


Erster Teil: Zur Theorie der Singularitäten Volterrascher 
Integralgleichungen. 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 


Die Integralgleichung 
(A) S He y)owy)dy = Ha), 
0 


in welcher der Kern H(x,y) und f(x) gegebene Funktionen sind, während 
die Funktion Y(y) zu bestimmen ist, wird von Le Roux*), Volterra**), 
Picard***) und Lalesco‘) zunächst unter der Voraussetzung gelöst, daß 
H(0,0) von Null verschieden ist’?). 
Ist H(0,0)=0, so beginne die Entwicklung des Kernes 
H (a, y) = Za,sy“ 


mit Gliedern m-ter Dimension (m >1); es sei also a,,=0 (k+u<<m), 
während die Größen a,, (4 + «= m) nicht sämtlich verschwinden. Unter 
der Annahme, daß 


*) Annales de l’Ecole Normale 1895, p. 243—246. 

**, „Sulla inversione degli integrali definiti‘“ (Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, T. 31 (1896), p. 311). — Volterra hat über die von Picard nach 
ihm benannte Integralgleichung vier Noten in dem genannten Bande, zwei Noten 
in den Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Serie 5, vol. 5 (1896), sowie eine 
Arbeit in den Annali di Matematica, Serie 2, Bd. 25 (1897) veröffentlicht. 

***) Comptes rendus de l’Acad. des Sciences. Paris. T. 139 (1904), p. 245. 

*) „Sur l’&quation de Volierra“‘ (Journ. de Math&m. 1908). 

't) Wir setzen H (x,y) als analytische, in der Umgebung von 2=0, y=0 
reguläre Funktion voraus. Für viele Untersuchungen genügt es allerdings, unter 
H (z,y) eine Funktion der reellen Veränderlichen &,y zu verstehen, welche gewisse 
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen erfüllt. 





see 
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Amo t Amı,1t + Aı,m-ı tr om FO 
ist, ist die Integralgleichung (A) von Volterra*), Holmgren**) und Lalesco ***) 
behandelt, während die Annahme 

mot Am-ı,1ı tr + Am + om = 0 
eine besondere Untersuchung erfordert, welcher Holmgren und Lalesco unter 
Beschränkung auf m = 1 nur einige Seiten gewidmet haben. 

Die eingehendere Behandlung des Falles an = 0, Ad + Ay = 0; 
Go +0, Ay +0?) bildet den eigentlichen Gegenstand dieses ersten Teiles 
des vorliegenden Aufsatzes ($$ 4—7); zur Vergleichung und zur Ergänzung 
der früheren Untersuchungen wird die entsprechende Behandlung des 
Falles au = 0, Ayo + Qu #0 ($$ 2—3) vorausgeschickt. Die im folgenden 
zu führende Untersuchung ist verwandt mit der Untersuchung der Inte- 
grale einer linearen Differentialgleichung‘*) in der Nähe einer singulären 
Stelle der Unbestimmtheit; insbesondere werden divergente Reihen nach 
Art der Thomeschen Normalreihen, welche der Integralgleichung formell 
genügen, zur asymptotischen Darstellung der Lösungen benutzt; dabei lassen 
sich Methoden verwenden, die ich zum Teil schon früher auf Differential- 
gleichungen angewandt habe. — 

Wie sich viele Untersuchungen über Differentialgleichungen auf 
Differenzengleichungen übertragen lassen, so lassen sich den Volterraschen 
Integralgleichungen gewisse Gleichungen an die Seite stellen, die man als 
Summengleichungen bezeichnen kann. 





*) Torino Atti, T. 31, p. 557 und p. 693. 

**, Recherches sur l’inversion des integrales döfinies‘‘ (Nova Acta Soc. Seient. 
Upsaliensis, Serie 3, Bd.20; Auszug Torino Atti, T.35, p. 579). — „Sur linversion 
des intögrales definies“ (Bihang till Kgl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar, 
Bd. 25). 

**) Journ. de Math. 1908, S. 136 ff. 

t) Der allgemeinen Behandlung des Falles m > 1, a„0+ -** + Aom = 0 ist der 
Umstand hinderlich, daß das Verhalten der Integrale einer linearen Differentialgleichung 
bei der Annäherung der Veränderlichen an eine Unbestimmtheitsstelle noch nicht 
unter Berücksichtigung aller Fälle untersucht ist, wenn auch die Methoden für diese 
Untersuchung vorhanden sind. 

tf) Die Volterrasche Integralgleichung ist einer linearen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung mit gewissen Anfangsbedingungen äquivalent, wenn der Kern H(x,y) 
eine ganze rationale Funktion n-ten Grades von & ist. 
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Der Integralgleichung 
SAia,y) p(y)dy = (a) 


0 
würde die Summengleichung 


2 Hz, y)o(y) = 1(e)*) 
(x ganze positive Zahl) entsprechen, die aber nichts anderes bedeutet als 
das System der linearen Gleichungen 
H (0,0)9(0) = 1(0), 
A 1,090) + HG) = FA), 


H(2,0)9(0) + H&U)y(l) ++-- + Hlma)ola) = 1) 

mit den Unbekannten 9(0),p(1),...p(z2)**). Die hier sich darbietende 
Aufgabe, unter gewissen Voraussetzungen über die Funktion H(x,y) das 
Verhalten von g(x) für große x zu untersuchen, soll jedoch nicht behandelt 
werden; es sei nur bemerkt, daß die Rekursionsformel für die Koeffizienten 
der einer linearen Differentialgleichung mit analytischen Koeffizienten ge- 
nügenden Potenzreihen eine solche Summengleichung ist, welche sich auf 
eine lineare Differenzengleichung reduziert, wenn die Koeffizienten der 
Differentialgleichung rationale Funktionen sind ***). 

Zu einer anderen Fragestellung gelangt man, wenn man von der 
in $ 8 behandelten Integralgleichung 


rs SH, y)yy)dy = f(x) 
zu der im zweiten Teil ss 9—13) behandelten Summengleichung 
(B) — ZH(z, y)pWy) = Ha?) 
*) Dabei ist die Bezeichnung benutzt: 
ER) =F(0) +F(1) + -- + F(a—l). 


**), Volterra hat (Torino Atti, T.31, p. 315) darauf hingewiesen, daß man 
von einem solchen linearen Gleichungssystem durch Grenzübergang zu der von ihm 
behandelten Integralgleichung gelangen kann. 

***) Vgl. Perron, Jahresber. d. Math.-Ver. 1910, 5. 135—137 und Math. Annalen, 
Bd. 70, S. 1ff. 

t) Ford führt (Annali di Matematica, Serie3, T. 13) lineare Differenzengleichungen 
auf Summengleichungen mit der Grenze co zurück, die allerdings eine etwas andere 
Form als die hier betrachtete haben. — Es sei auch auf die Rekursionsformel für 
die einer linearen Differentialgleichung genügenden Laurentschen Reihen hingewiesen. 
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übergeht, welche, wenn man etwa für x alle ganzen positiven Zahlen einschl. 
Null setzt, als System von unendlich vielen linearen Gleichungen 
H(0,0)9(0) + H(0,1)9(1) + H(02)y(2)+ = —/(0), 
HD) + ANL2)YQ)+ = —/(), 
H(2,2)9(2)+ = —f(2), 
mit den unendlich vielen Unbekannten (0), (1), 9(2),... geschrieben 
werden kann. Wenn H(x,y) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
von z ist, läßt sich die Summengleichung (B) auf eine lineare Differenzen- 
gleichung n-ter Ordnung zurückführen ($ 9). 
Die Summengleichung (B) wird zunächst unter der Voraussetzung 
gelöst, daß lim H(z,x) von Null verschieden ist ($ 11). Für den Fall, 


daß lim Alz,2)=0 ist, wird _ 


H(z,y) = + vr +3 Ag: 


1 1 
als konvergente oder asymptotische Potenzreihe von Te vorausgesetzt. 


Wir nehmen an, daß entweder au + @ay, +0 oder an + Au = 0, Ay + Ay 
+Gg—QAo+0 ist, beschränken uns aber in $ 12 und $ 13 auf eine 
Gleichung (B), in welcher f(x) =0 ist. Die im folgenden benutzten 
Methoden zur Untersuchung von „(z) für große Werte von x finden sich 
zum Teil schon in meinen Arbeiten über lineare Differenzengleichungen. 


$ 1. 
Der Kern 
H(x,y)= Za,..y" (,u=0,1,2,...) 
hy 
der Integralgleichung (A) werde auf die Form 
_— r\2 
H(z, y) = Holy) + Hl), + Ay) + di 
gebracht, wo 
H,(y) = Hiy,y) = 5 u; man tat tan; 
H,(y)= — a — (au + 2a9)y— ++, Hyly) =2ag +, 
Potenzreihen von y sind. Wenn a, = au = 0, 4, = 4 + Ay = 0 ist, nehmen 


wir an, es sei 
Journal für Mathematik. Pd. 140. Heft 2. 17 
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a, =d, = ++ =4,=0, 4441 #0, (k>)1), 
so daß 


Hy) =yMr'H(y), Sly) = arı + orY + 
ist. Um den Fall ag = 0, Ad + Ay +0 mitzubehandeln, lassen wir auch 


zu, daß a, +0, also k=0 ist. 
Die Gleichung 


S Ta + mn 5 + ]Joway =) 
schreiben wir in der Form 


ar, Hl) y- 
S [v+ u r + |) yln)ay = Ha), 








Sy) 

0 

indem wir 9(y)y(y) als unbekannte Funktion auffassen. Die Funktionen 
u... JR. u ;. 
Hy) dp +1 5)’ 


sind regulär in einem um den Nullpunkt der y-Ebene beschriebenen Kreise, 
in welchem keine von 4 = 0 verschiedene Nullstelle der Funktion A, (y) 
liegt. Bei Beschränkung auf dieses Gebiet ist es zulässig, 

Hy) = y* e>0 
zu setzen; dann ist 


H(y)=setaytoyt.-, a=— 


do 
dx+10 + Agı + *** + Aoc+ı 


Durch die Substitution = Ar’, y= Ay’ geht die Gleichung 
}: yH +, (WI + | p (way = Ha) 





über ın 


n H,(Ay’) beginnt mit dem 


(also im Falle k=0 mit dem Glied a). Als Integrationsweg 


die an die Stelle von H,(y) tretende Funktion 


Glied & 
nehmen wir die vom Nullpunkt nach x gehende Gerade. Ist z = |x|e”, 
so ist auf dem 2 A y= |y|e”; nimmt man A =e® an, so er- 


halten x’ ‚y'=|y| reelle positive Werte. Der reelle Teil von 
a —ikw 
Ak —= 6 144 


ist im Falle &>> 0 von Null verschieden, wenn » keinen der Werte 


u re ei nr ent nie a Se 
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(n=0, +1, +2,:-.) 





hat*). Wir setzen im folgenden, wenn nichts anderes angegeben wird, 
x und % reell positiv und den reellen Teil von « von Null verschieden 


voraus. 
Indem man die Gleichung 


S Ha, Wetw)dy- ta 


zweimal nach z differenziert und die Bezeichnung 


OH(, u 
H,(z, 4) = 24  _ — Hy) — Hıly) ne 

:Hia, | e 
Aya,y) = EP = Hy) + Hy ITE + 


benutzt, erhält man die Gleichungen 


Hple)+/ Ha, WeWdy=f le), 
0 
sad u. h 
IN _Hee)+ S Hr, Weolydy =1”(e). 
0 
Wir behandeln sowohl im Falle k=0 als auch im Falle k>0 zu- 
erst die homogene Integralgleichung 
JS Hk, y)gw)ay=0 


0 


und beachten, daß die allgemeine Lösung der vorgelegten Integralgleichung 
(A) die Summe aus einer partikulären Lösung derselben und der allge- 
meinen Lösung der homogenen Integralgleichung ist. Aus einer Lösung 
p(z) der homogenen Integralgleichung geht die Lösung C'y(x) mit der 
willkürlichen Konstanten C hervor. 





8 2. 
Indem wir zunächst au=0, Ay + Ay +0, d.h. k= 0 voraussetzen, 
betrachten wir die homogene Integralgleichung 


SHa,y)ai) dy=0, 


H(a,y)=y+ Hy) +, Hly)=a+tay+t 


*), Da nach unserer Annahme H(x,y) mit linearen Gliedern in z,% beginnt, 


so ist @ von Null verschieden, wenn k >0 ist. 
er 
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und die durch zweimalige Differentiation erhaltene Gleichung 


Die) Dee +S Hay) away, 


die wir durch eine Kette von linearen Differentialgleichungen erster Ord- 





nung ersetzen: 


erde —H,(«) % (x) =(, 


u ul —H, (2) P,+1(%) "Tr — 8, (2), P, (2) Bi SB (©, %) y,(y)dy. 


(v=0,1,2,...) 








Die erste dieser Differentialgleichungen hat die Lösung 
Po(%) ug ar p (2); 








es ist 
N. PR dp + A 
Ä Ayo + Ayı ' Ayo  Agı 
Es sei, wenn der reelle Teil von e mit © bezeichnet wird, 
el. 


Dann hat die Differentialgleichung für ,,,(2) die Lösung 


z ER 
ne May. 


Wenn für 0<r <a, 0<y<n (0) 





Ip(z)) 2} | 
Pair: „sr Keayi=M 


ist, hat man 


| | 7 | S+r = p(Mpg) ; 
P(%) <pe, 'p,(x) <0,t ’ C,= v!(s+1)(@+2)---(@+») . 





denn daraus folgt 
_ (0,Maett! 


| | R o+r .. 
2,0 <0,u) Y dy 6+»v+1 ’ 





s 0,Mpa 


p,.(2)|<a*- Mpg 


E v a ö+r+1 u 
un Syay-ond ‚ Orr GC, GFiye +» FT)‘ 
Demnach ist die Reihe 
>, p,(%) 


ya 


für 0O<x<x, absolut und gleichmäßig konvergent. In demselben Inter- 
vall (im Falle e<0 für d<x<x,, wo d eine beliebig kleine positive 
Größe ist) konvergieren die Reihen 








TORE ART ENTE TR 
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Pr)= E92), Ple)= ZB,(e) 
gleichmäßig, folglich auch die Reihe 
H,(&) Yo(2) + (Hylz) ya) - Polz)) tr +, 
welche, wie sich durch Addition der Differentialgleichungen für (7), 
Y,(%),... ergibt, mit 


und RN... elle) + ma) +)] 


übereinstimmt, so daß die Gleichung 


EN) — Hl) pa) — Ba) 








besteht; d. h. (x) genügt der Gleichung D(y(xz))= 0. Durch zweimalige 
Integration dieser Gleichung ergeben sich die Gleichungen 


nr  tenn y)dy=(C, 


0 
Für imz=0 erhält man Ü =0, ©’=0, so daß (x) der Gleichung 


JS uc, y)y(y)dy = 0 


genügt. 

Es ergibt sich, daß die Reihe (x) = pP y,(x) auch für komplexe x 
und . für |) <r, konvergent ist, wenn ‚die obigen Ungleichungen für 
p(z), nr FOL H,(z,y) für 2 <r, y<r, gültig sind. Wenn o=6+ 0 


gesetzt wird und argx zwischen endlichen Grenzen w, und w, liegt, ist 


| = |zfe- Cars —g| st, | = | te eat, 
wo 0 und r endliche positive Größen sind. In dem Bebist 
z<rn, m <agı<ow, 
ist 


me) <polat, (al <Q,\a®tr, c, = Perg” 





»!(@+1)(@+2)---(e +9)’ 
so daß die Reihe für „(x) in dem angegebenen Gebiet absolut und gleich- 


mäßig konvergiert (im Falle 9 <0 it d< x <r,,d>0 zu nehmen). 
Es besteht eine Entwicklung 
p,(2) =", (a), 


wo ®,(z) eine für | << r, konvergente Potenzreihe von x darstellt. Denn 
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hieraus folgt 
b,(2) = / Hrla,y) B(y)ytdy=atto,(e), 


0 


pr1(2) = apa) [YO ay= art g,,,(e), 
5 p(Yy) 


wo Q,(2) und R,,ı(2) Potenzreihen von x sind, welche für x) <{r, kon- 
vergieren. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 
E09, (0) = 3,0 8, (0) = Bla) = Zur 
ist P(x) für |2) <{r, regulär, und man hat 
y(x) = a Rx) = Zaattt. 
Man kann die Koeffizienten dieser Reihe durch Einsetzen in die 


Gleichung D(y(x)) =0 und Vergleichung der Koeffizienten von z**? 
(A=0,1,2,...) berechnen. Man hat zunächst die Gleichung 

(0 —e+ 1)co a4 0, 
woraus sich eg =«@—1 ergibt, während c, willkürlich bleibt. Allgemein ist 


(o +4—0+ l)o = Aog=*"*, 


wo die rechte Seite eine lineare homogene Funktion von 6,_,,... €, €, Ist. : 
Wir haben den Satz bewiesen : 3 

Die homogene Integralgleichung i 
Sue Weow)dy= 0, 

. % 

worın \ 


H(z2,Y)=40% + 19 +5 Ayot Ay #0 
für «| <r, |\y<r regulär ist und H(xz,x) für 0<|x, <r nicht ver- 
schwindet, besitzt, wenn der reelle Teil von 


240 + Ayı 
do + Ayı 


größer als — 1 st, eine (bis auf einen konstanten Faktor bestimmte) Lösung 
ya) = Ele); 





0 = 


wo Blx) für | <r regulär und P(0) +0 ist. 

Es sei jetzt 0<—1. Wir zeigen, daß die homogene Integral- 
gleichung eine differenzierbare Lösung p (z), welche für 0 <x<z, (2, positiv) 
die Bedingung 
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ya) <La (d>0) 


erfüllt, nicht besitzen kann. 
Aus der Gleichung 


Ha) gle)+ Ba) =0, Ba) S Hrtay)aw)dy 
folgt 
a 
plz) = carv (2) — ary(a) i way, 


wo c eine willkürliche Konstante ist. 
Im Falle e=0 ist 
ya 


u. Te 
= ED Ay. 


Unter der oben gemachten Annahme ist 


ea <NZ, pwl< 


Durch den Schluß von v 2% v-+ 1 beweist man, daß für O<r<r, 
Ä L(Mpgq)r*! gd+r Br 1 
m d(ö+1)---(Ö+V)(—0 +0)---(—0+6d+») 
ist. Da der Ausdruck auf der rechten Seite mit wachsendem v beliebig 
klein wird, muß (x) identisch verschwinden. 
Im Falle c+0 ist für hinreichend kleine positive z 


ee LMpq? _ ıelQ ; 
(dsl = Fr Per 
4 wo Q eine positive Größe darstellt. Dies widerspricht der Annahme 


' ‚p(2)| < La’. 


83. 
Die nicht homogene Integralgleichung 
Sata, y) y)y(y)dy= (a), 


—XT 


H (x, y)=y+H,(y)® 1! Tr", H(y)=a+@y++-- 














FERIEN HE SERET te 


ersetzen wir durch die a 


D(ip(a)) =) _H + SH 2,y)y(y)dy— (ar) 0. 


Wir lösen nach einander die “ERREnN Differentialgleichungen erster 


Ordnung 
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ICH) _,(")aste) = la). 





di 
rn) ee —-—— B,(r), P,(z) S Hut, Y)Y, (y)dy 


(v=0,1,2,...) 
Indem wir die Veränderlichen x und y zunächst als reell und positiv 


voraussetzen, haben wir 


aa afy) 
AT A 


Ip, 
p,r1(2) = — plz 7) Way, (v=0,1,2,...) 


wo die unteren Grenzen &,, &,, &; -». oc festgelegt werden. 
Zur Abschätzung der absoluten Beträge von (2%), ,,1(2) be- 
nutzen wir die folgende Bemerkung: Im Falle A >0 ist 


er 


im Falle A 0 ist für 0<r<m 


1. Ina 1 
. ii yrdy PR % yı- 1! dy = u Be Kr 2) (2) Ken Di — Ar 


Ist für <EesH 





so Ist 





'9(2)| < Npge* f y 


wenn man im Falle 9 <0O &=0, im Falle u.> 0 & = %, annimmt, ist 
für O<e<o 





also, wenn € 0 ist, 
'9(2)| < el ° 

Allgemein ist, wenn der reelle Teil von ge weder gleich Null, noch gleich 

einer positiven ganzen Zahl ist, 

9a) <0,a, 


Denn daraus folgt 





co. — _Npa (Mpa) 
”»tle|-/8—1]|---|0— rl 


0,M +! 





als uf de 





ESTER NE er are 


ERRETEERTREN FREE EEE . ne da REITEN 
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Ä C,M ’ 
KR O T rn | Svray; 


$y+1 
im Falle eg <0 wird &,,,=0 genommen; im Falle g >0 wird &,,,=% 
gesetzt, wenn —@ +» +1<<0 oder v<o—1 ist, dagegen &,,,—=0, wenn 
—g+r+12>>0 oder v>0o-—1 ist; dann ist stets 


| f yır dy| < ar 


&y+1 





also 








—[Io—-,-1j’ 


C, Mpgw*! 
\Pr+1(8), ur Die—r— DB‘ 


Demnach ist die Reihe 
plz) = Yo(t) + Yıl@) + Ye(2)+ 
für 0 <xr <a, absolut und gleichmäßig konvergent. Wie in $ 2 zeigt 


man, daß p(z) der Gleichung D(y(x))=0 genügt. Hieraus gehen durch 
zweimalige Integration die Gleichungen 


2) + Samuaiäte +0, 








F H(z,y)y(y)dy=f(z) +02 +0’ 


hervor; für lim u ergibt sich Ü=— (0), C’=—f(0), so daß y(x) 
die Gleichung 


SBwnet y)dy=f(2)—f(0)—zf (0) 


befriedigt. Ist ro )=0, f(0)=0, so genügt (x) der vorgelegten Inte- 
gralgleichung 


SH, y)y(y)dy= ie). 


Wenn 
7? 


Fa) = 0) + FF) + 5,170) + 
eine in der Umgebung von z=0 reguläre Funktion ist, so ist wegen 


F(0)=0, f(0)=0 


o 


Zr 


/(z) = 5,70) Ta 


also (z)=f"(0)+--- 
Indem wir die Beschränkung auf reelle positive x fallen lassen, 
nehmen wir |2!<r, an. Für 2] <r,, |y|<r, sei 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 18 
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plz) <p, P |< HA,(&,y)) <M. 


Als ee dient die Verbindungsgerade des Nullpunktes mit dem 
Punkte z=|z|e“* oder die Verbindungsgerade der Punkte z,= r.e” und 
x=|xe“, so daß y auf dem ganzen Integrationsweg das Argument » hat 
und dy| = +dy| ist. Für 

2 <r, Ww<arge<w, 
sel-wie in $ 2 

<oasf, ri <rle. 


u RT ' Lu z A 
J y' ayl= / yf ayl-3; 


0 
für A<0 hat man 
Fran mans 


Wenn x dem angehen Gebiet Aueh und |/’(#)|<N ist, ist 
sagen, an. 
so daß die Reihe p(z) = g,(2) + Yyı(z)-+ (2) + +-- absolut und gleich- 
mäßig konvergiert. 
Wir stellen Reihenentwicklungen für die Funktionen p,(x) auf, 
indem wir f’(z) als im Gebiet x|</r, reguläre Funktion voraussetzen. 
Wenn e << ist, so daß 50» $ı,... sämtlich gleich O angenommen 


werden können, hat man die für zi<r u. Reihenentwicklung 
po(*) =09+ gt gr + + 


Für A >0 ist 





Allgemein ist 
pP, (2) = (u + C,,r+1 er +e+.. 
Daraus folgt nämlich 
P,(z) gi SA, Y) (C,, y" + «) dy = ur Bi n C, Er +++, 
0 


x +7 (O, +C,1y+--- 
Inte) = ange) ET), 


N 





= Or 4 there. 
Demnach ist 
yE)=o+010°+@RH+ +. 
eine für 2)<{r, konvergente Potenzreihe. 
Es sei jetzt g>>0, aber nicht ganzzahlig.. Um einen bestimmten 


Fall vor Augen zu haben, nehmen wir 1<g<2 an. Wir benutzen die 
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Bezeichnung 

p(r)=arp(e), 

elle Fe v0) = Sure m oW)dy, 
so daß 


5(2)= & 9,(e) 


yv=( 


die ın $2 ermittelte Lösung der homogenen Integralgleichung 


F H (z,y)9(y)dy=0 
darstellt. Nun ist 





z —1 f! 
CF MT 


0 Po () 7 Coo + Co % Fr 0X + ..., 
wo die Konstante C, so bestimmt wird, daß p,(x) für z= x, verschwindet. 
Weiter ist 


2)= / H,(z,y) (C,Po(Y) + 6gt CgY+**) dy=(U,9 (x) + Cop +O,10+ +++, 
0 


re (TEN 


po(*) = dy 





> Py) 
u Be D, (Y) "Yyr (Oo FH Ouy4 Er 
= —(,2°p(z) ii 2 dy— a°yp (x) f — dy 
. p(y) . P(y) 


= (,90(%) + Oo Frl) + en + aa? +, 
wo die Konstante C, so gewählt wird, daß y,(x) für = x, verschwindet. 
Es ist ferner 
P,(2)=C,Bo(2) + CD, (2) + 0124 OCe®-+t*, 


pr (%) aan C, fı (x) + C, fg (x) +- Cog a 4- Cog > + ... 
und allgemein 


p,(%) rn C, pr ) 7 CoP,(% ) + C,o x’ + C,ı gr! + en 
Demnach hat die nicht homogene Integralgleichung die Lösung 
p(*) = 2 p,()=0yÜ) +++ +, 


woC=(,+C; ist; es stellt also auch die für |2] <{r, konvergente Po- 
tenzreihe 


PR) = + C++ 
eine Lösung der nicht homogenen Integralgleichung dar. — Dieses Resultat 
gilt auch für den Fall, daß 9 zwischen u und w +1 liegt (u = 0,1,2, a} 

18* 
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Um die Koeffizienten der Potenzreihe für (x) direkt zu berechnen, 
setzt man diese Reihe in die Gleichung D(p(z))= 0 ein und vergleicht 
die Koeffizienten von x. Man erhält so die Rekursionsformel 

(e—A)a= +, 
deren rechte Seite eine lineare, nicht homogene Funktion von C,;_1,... 61; &% 
ist. Ist oe weder gleich Null noch eine ganze positive Zahl, so sind 
Co, C1, €, ... bestimmt. Durch die vorangehenden Betrachtungen ist die 
Konvergenz der Reihe für den Fall bewiesen, daß der reelle Teil von o 
keinen der Werte 0,1,2,... hat. 

Es gilt also der Satz: 

Die Integralgleichung 


SHuens y)dy= f(%), 


wo 
H(z,y)=40% + M1Y 4°, Mt Ar #0 

für \e«|<r, |y<r regulär und H(xz,x) für 0<|z|<r von Null ver- 

schieden ist, während f(x) für |x| <r regulär und f(0)=f’(0)=0 ist, wird 

durch eine für |x| <r . Funktion befriedigt, wenn der reelle Teil von 


2A;n + Ayı 
do + Ayı 


$ 4. 
Bei der Behandlung des Falles k >0 ($$ 5—7) benutzen wir einige 


Hilfssätze*). Dabei werden den Größen x,y und x, nur reelle positive 
Werte (einschl. Null) beigelegt. Der reelle Teil einer komplexen Größe a 





keinen der Werte 0,1,2,... hat. 


oder einer komplexen Funktion f(x) der reellen Veränderlichen x wird mit 
ä bzw. f(x) bezeichnet. 
Hifssatz 1. ‚Wenn 


aa a BREGHHHEEN..... .. DE 
HWM-- Breer ie 


ist, so ist 
Senyäy Ye, 


wo / eine endliche positive Größe darstellt.“ 


5 Vgl. die Arbeiten des Verfassers in diesem Journal, Bd. 120 (S. 1), Bd. 133 
(S. 19), Bd. 138 (S. 159), im 51. Bd. der Math. Annalen (S. 346) und im 4. Bd. (3. Reihe) 
des Archiv d. Math. u. Phys. (S. 213). 
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Es soll nachgewiesen werden, daß 


% er‘ D - pa 
0 


höchstens gleich y ist. Durch die Substitution 


rs 
Yo ak r” 
geht 
x 8 > 5 _ 
I= eh m a Hr dy 
0 
über in 
> -. k-1ı3_ıllırz3w)®—-ı] >; ’ 
Ii= ä e .. = iz m eur dw. 
0 


Die Funktion 
kıi 
(1 + z3)* —1 
z . ’ 


welche für z= 0 den Wert 0 und für z=x den Wert 1 annimmt, hat 
für positive z positive Werte, welche unter einer endlichen Größe M, liegen; 


A 
für 2= aw* («>0,w>0) hat man 
4 
(1+.% w)® —1 : 


— “ M, w* . 


— 
Beschränkt man x auf das Intervall 0...x,, so ist 
log(1+ #*w) <log(1+ 5w), 


und man hat 


2 
- k—-ı a Mıw k -} 
0) aw - k—ı i e+k+1 k 
-—— + 3 — + — log (1+z7 w) 
I= F e EI, a k 0 'd W, 


N) 
wo die rechte Seite, wenn x, endlich bleibt, einen endlichen Wert y hat. 
Hüfssatz 2. ‚‚Ist 


Re SEA R @k—ı 
(k — 1) a*1 
p(a) = ent ntn 
und gilt für kleine positive x die asymptotische Gleichung 
Ka) "ayle) (oo +brt+brit--), 
so besteht eine asymptotische Gleichung 


S Iway- alt artart); 
0 


a ie 
uch u Ya a "a 
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dabeı ıst 


Gt sat tn =bn; 
RC,-+ 01C,_1 Eee ı &r—ı C,—41 nr (E +r+ l)c,_; 
+ &rı (,„—_-ı ++" + &,_ıCı + 0,0, = b, (v = k).“ 





Es ıst 
d[e? @ yer+#Hly(ay)] a EN KHrY(Y)[e + any + ED, m 
+(e+r+k+l)Y +e,.,yr+...]Jdy. 
Unter Anwendung der Bezeichnung 
I, JS ewyerryy)dy 
0 


folgt daraus 
ee ygetrtktlylz) 


= alt J,ıt rt aadrrı t (le tr tt Nr Bader tr 
= aI, +, tt aa dr t (et Y ++ NY Art arıdıranı + 
+02 dar + F Fr y)lan ya + array + 7 )dy- 


0 
Wenn man die zu v=0,1,...n gehörigen Gleichungen mit den 


durch die Gleichungen (a) bestimmten Größen &,C,,...c„ multipliziert 
und addiert, erhält man 


It bJıt + +b,d)= era yla)(l. +18 + +++) 
+ Bu Jarı + + Badaya + Sevyrtttp(y)B(yay, 
0 
wo lim B(y) endlich ist. Es ist 


y-0 


ki) =Eryrlylbt+ byte" + Pag"); han Y)=9, 
"rydy=-bh+ bt t+bdt S @yerp(y)Buly)dy 
= ee Ar Ayla) (W+GXH+ = + 62") 
+ Se@yeru(y) (Buy) + By ++ Buyf+ Ye Bly))dy 
= GO gerkt, ()(o + HE ++ na" + ya"). 


yet Wa" (Buly)+ Bay+ + BayP+ yr Bly))e@yrtrp(y)dy. 


« 


0 





=] 
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Für y<e ist 
Baly)+ Bıy+ +++ Buy + y*H'B(y) < Ve), lim B(2)=0, 
also nach Hilfssatz 1 . 
<< Betr [omfray<yBa), 
0 
wo y eine endliche positive Größe ist. Demnach ist 


lim y, = 0. 


z= +0 


Ein besonderer Fall des Hilfssatzes 2 ist der folgende Satz: 
„Für kleine positive x gilt die asymptotische Gleichung 


z 
[ rad" +++); 
0 


Co; €; Ca, -.. werden aus den Gleichungen berechnet: 


eG 1 + Get ++ oT; 


@c,+ a, 6,—ı able Ar C,_r41 (0 +r+ l)e, : 0 (v > k) 
Hüfssatz 3. ‚Wenn 
a 2 u 
Ia)= I do pe au 


und 2<{x, ist, so hat man für hinreichend kleine positive Werte von &, 


f* em yedy <y et dygetktı 
2 
wo y eine endliche positive Größe darstellt.‘ 


Der Ausdruck 


2 2 Re Ei 
I= / Ir dy 
z 





geht durch die Substitution 


Yy= 1 — 23 
.* y 
über in 
E:: a 
N re, 
Fon > / e oje ick s du. 
“ 


Die Funktion 





fi z 
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welche für z= 0 den Wert 0, für z= 1 den Wert “=! annimmt, liegt für 
0<2<Z1 unter einer endlichen Größe M,. Durch Einsetzen des zwischen 


0 und 1 gelegenen Wertes 
A 






































2 aut 
erhält man 
4 
2 JER?* WEN VOR 4 
Eu = dl er - <M;,u*. 
Demnach ist 
1 1 
ak zh 3 
+, 5 us _&tEtl, ku 
raelaf tz ni, 2 
0 
ı_1 
Ko 
Mr. (u) „y(u) 
= / erw oV du, 
0 
W=22+2M us 
p %k Pu k ’ 
au o+k+i1 
v(W)=5;,—° „log (1- au). 
Es ist 
‚ a  o+k+1 a o+k+1 
mitte 9 
wegen 
ER gi 
ii.” 3 —r 
wenn wir im Falle o+k-+1>>0 
k/ = 
u Ai 
2 Voo+krn 
nehmen, ist y’ (u) <0, also y(u) <y(0)=0 und 
ni. 
Demnach ist 
1<z; / v"m<;z/ ewdu-y. — 
0 0 
Hifssatz 4. ‚Ist 
ET 104 ac a El. 22. ai 
Mar a 


1 
ar—12+ Zar +22°+- 


p(z)=e 
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und gilt für kleine positive x die asymptotische Gleichung 
Ka) e"arpla)(o+brt+brrtr-), 
so besteht eine asymptotische Gleichung 


SIwäyn mare) area 
% 


dabei werden &,, €1, Cg,... aus denselben Gleichungen (a) wie im Hilfssatz 2 


berechnet.‘ 
Wenn man 


J, „_ N eayr N (y) dy 
setzt, ist 
ee’ getr+k+l p (x) RE er“) getrtkH p (z,) 
& At Jurt rn 9-1 J,r-1t (e+v+k+l) J,,.+ Oyrı Irrrrı u he On—r+k J, rk 
+ 4 em yerrtkrıı PlYy)(on_,rrı + on yırr2Y% + + -)dy. 


% 
Durch das oben angewandte Verfahren ergibt sich 


Say matten tust. +02) 


a ep (7) (Co + 1% + +20) 
+ ST erw yerrp(y) (Buly) + Bıy+ ++ Buy’ + yr" Bly))dy 
%) 
= ea getktly(g) (o+c2+ ...+0,2* +9,20"), 


m Br k ü k 
ya) (rate) 


He TR ya ly) (Buly) + Biy+ + BuyP+ yet Bly))ay. 


%, 





Wegen 
lim e°® zmetn1_. 09 
z=-+-0 


hat das erste Glied von y„ den Grenzwert Null. Da 


r 2 Pa (Y) = du41Y% 4 Yßazı (4) 
ist, so Ist für „<<, 


Any) + BBy+ ++ Buy’ + y'*'B(y) 
<Yylbsrı + Pa+ı (Y) +B, +++ Bf" + y"B(y) <BY; 
wo 8, eine endliche Größe ist; daher ist der absolute Betrag des zweiten 
Gliedes von y,„ höchstens gleich 
Br eye ayl<Bupyz, 


x, 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 19 
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wo y endlich ist (Hilfssatz 3). Demnach ist 
lim y„=0. 


z=+0 
Behufs späterer Verwendung geben wir den Hilissätzen 2 und 4 
eine andere Form. 
Die Funktion 


ware ’ 
dl mel ae 5 Aka 210710777 
g 


wo für kleine positive y 

IN) ehrtblytbyir-- 
ist und wo &=0 oder $=x, gesetzt wird, je nachdem &>0 oder a <0 
ist, genügt der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


d(ok+1 

IN at rE+)plR)= ge), 

wo «,=o Ist. Es besteht die asymptotische Gleichung 
ya)ot+aL tat; 

d. h. es ıst bei beliebigem n 


y(a)=o+tar1r ++ +0,20"+7,20°; lmy,=0. 


z=-+0 

Die lineare Differentialgleichung wird durch die Reihe y(2)= © 
+6,%2+40952°+ ++» formell befriedigt; denn wenn man diese Reihe in die 
Differentialgleichung einsetzt und die Koeffizienten von z°, ',... 2,2” 
(v>k) vergleicht, erhält man die Gleichungen (a). Wenn man 

I, = Go tG2°+. +0," 

setzt, ist 

d(a+1 8 


a + +12 ++ ++) Snrk =g(2)+ u. Pr), 


wo %(x) eine konvergente oder asymptotische Potenzreihe ist. Die Funktion 
p(z) . Sn + Yun" = Dr + Yarı 8" 
genügt der linearen Differentialgleichung, es ist also 





d(a%+1 8, dyn “ 
u; HH (n+k+ 1)y„art* 
+ +9,24) tle tat) g(R) 
oder 
i dyn 
lim 2, =0. 
z=+0 L 
Wegen 





dy(2) = +2,97 + tn, + mad, 


dı 








Horn, Volterrasche Integralgleichungen. 141 


besteht die asymptotische Gleichung 


. .E +22 +3, +. 


Mit Rücksicht auf spätere Anwendungen ersetzen wir @+@,0-40,2°-+ -- 
durch —@a— a,2—0,2°—... und demgemäß 9(z) durch — 9 (z), p(x) durch 


Per wenn wir noch e durch —o—k—1 ersetzen, haben wir den 
Hüfssatz 5. ‚Die lineare Differentialgleichung 


TIN)_ (a +0,0+ 0,2 +..)9@)=g(a) 





hat, wenn für kleine positive x 


ga)-b,+br+br®+::- 
ist und 
FR Bi. u Gdı En 2 2 Ok 1 
es ka (k—1)at-1 % 


p(z) == ek+ı?t z apt32+-- 


gesetzt wird, die Lösung R FE 
s« he Be 1 
p(z)=e "ref ee dy, 
wo $=0 für « <0, $=-% für >00 ist. Für kleine positive x wird 
p(z) durch die der Differentialgleichung formell genügende Reihe asym- 
ptotisch dargestellt“. — 
Hüfssatz 6. ,‚‚Die lineare Differentialgleichung 


ni uni DE («+8 + 0,2 + :.)p (2) =g(R) 


hat, wenn für kleine positive & die asymptotische Gleichung 
ga)we®rttı (db +bc+ba®+ :--.) 


gilt*), die Lösung 


u enge gg); 
a 





mit der asymptotischen Darstellung 


ya)we Ar (cc ++); 
dabei ist 


*) Die Größen I(z), e und p(z) sind wie in Hilfssatz 5 definiert. 
19* 
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c=b,, 
vc,= %,16,_1+ &42,at "+ ut di“. als.) 
Setzt man nämlich 
yla)=e"rrhlz), gle) = Marttigle), 
so gilt die Differentialgleichung 


IN _ (ut Or. rt .++)p(2) = 9(2), ge) bb +b,r + bt 


mit der partikulären Lösung 


RER "ıW 


Da die zu integrierende Funktion durch eine Potenzreihe von y asym- 
ptotisch dargestellt wird und da eine asymptotische Reihe nach den für 
konvergente Reihen gültigen Regeln integriert wird, so hat man eine 
asymptotische Gleichung 

Ha) ca ++. 
Die Differentialgleichung für 9(x) wird durch die Reihe a2 +2? + .»- 
formell befriedigt. — 


Hiüfssatz 7. „Wenn für Oo<r<z, 
'p,(2)| <0,r” =0,1,2,...) 
ist und wenn die Reihe 5 C,x, konvergiert, wenn ferner für kleine posi- 
v=0 


tive x die asymptotischen Gleichungen 
p,(2) 0,0 +0,04 = 0,1,2,...) 
bestehen, so gilt, wenn 
,=0#t+t0,+ +6, =0,1,2,...) 
gesetzt wird, die asymptotische Gleichung 
2 9,(@) eo +++ rer. 


Wenn unter n eine der Zahlen 0,1,2,... verstanden wird, ist 





v 
n+r X ’ 


so daß die Reihe 


S Pn+r(2) 
ar 


für 0O<x<x, absolut und gleichmäßig konvergent ist. Es ist für 
v0, 1, mM 
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p, (x) = 0,0”+ ... + Cn%" + 0, lım On — 0 
z=+0 
und für v=n+1l,n-+2,... 
p,(%) nu EX", lim En 0. 


z=+0 


Da die Reihe 


©, Pn+r(%) 
= Fragt = Ott &u41,nTt En+2,n Tr 


für 0<xz<z, gleichmäßig konvergent ist, so kann man, wenn eine 
beliebig kleine positive Größe d gegeben ist, p>n so groß wählen, daß 


für O<r<o 
4 
ern + E,42,nTt u | K 9° 
und hierauf 2’<x, so klein, daß für -<z’ 


| Ö 
Ent eat + Em | <y 





ist. Setzt man 
ee) 
€, . > 3 En ’ 
v=(0 


so ist |,| <0 für e<e. Es besteht die Gleichung 
5 p,(r)= ot a1 te ++, lime,=0. 


v=0 z=+0 


8 5. 


Wir wenden uns zu der homogenen Integralgleichung 


SH, p(y)dy=9, 


Ha,y)=yH"+Hy)T- +, Hy)=etaytayt, a2. 





wo @>0 sein möge. Durch zweimalige Differentiation entsteht die 
Gleichung 


Dia) = TI) _ He) pla) + Ara, y)ylydy=0. 


Wir lösen zunächst die linearen Differentialgleichungen 


Aa Hp, 
e 2 2) _ Ha) Ye) =0, 


BT genie) — HA, (2) 9,,1(2) =— P,(2), P,(®) wife B;,(2,y)y,(y)dy. 


(=0,1,2,...) 








Die erste dieser Differentialgleichungen hat die Lösung 
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po(X) = ee (%), 
wo 


EN. JE 9 - ae A a 
= kat (k—1)at-1 % FE 1 a 


“+14 ap P 4... 








p(2) = e 
ist. Von der (» + 1)-ten Differentialgleichung benutzen wir die Lösung 


2 0-3 W) 
na) =— emp) f TI 
0 


Für <mo, y<y, sei 
| 1 
Pal<Pp a St Heuyi<M, 


ferner in Übereinstimmung mit Hilfssatz 1 


few y’dy We yeragetktı, 


0 


——i—1® 


‚(Y) 
p(y) ur 








Dann ist für <<, 


\po(&)| <pe® a, 
Ip,(@)|<0,e®@at”, O,= p(Mpgy)’ 


y! 





Denn unter Voraussetzung dieser Ungleichung ist 
\2,(@)|<0,M few yerray 
0 


oder, da im Integrationsintervall y’ <x” ist, 


IP, (2) <C,Mx en ydy<C,My ed tr tk. 
0 


Weiter ist 
Pr+(2)) <C, Mpgye® at / ydy- 0, Mpar ‚so ze+r+i, 
0 


v+1 
Demnach ist die Reihe 


Ze" gty,(e) 


v=0 
für 0o<z<z, absolut und gleichmäßig konvergent. Dasselbe gilt um so 
mehr für die Reihe 


ya)= z9,@), 
welche, wie man durch die in $ 2 benutzte Schlußweise erkennt, der 


Gleichung D(p(x))=0 genügt. Durch zweimalige Integration dieser Glei- 
chung erhält man die Gleichungen 
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N pla)+ a, (2.)yy)dy=C, 


ae, WyW)dy=0Cr+0'; 
0 


für Iim2z=+0 ergibt sich O= 0, 0’=0, so daß p(x) der ursprünglichen 
Integralgleichung genügt. 

Für die Funktionen y,(x) ergeben sich asymptotische Darstellungen. 
Zunächst ist 

9 (2) = EP (oo + CC + Cart +), o=1. 
Wir zeigen, daß 
le, tete) 
ist; d.h. für n>» ist 
p,() = EP (e,,20” + ..-+0,2"+8,2%"), ime,„=0. 


z=+o 


Es ıst nämlich 

A, (2, y)y,(y) =[8,, (0) y’ + +52) y" + 2m (a, y) Ye"; 
dabei sind 9,,, -.. ö,. Potenzreihen von x und x,, eine Funktion von 
x,y, welche für y„<<x die Bedingung erfüllt: 


Am, y) <x@), imy(a)=0. 


z=+0 


Unter Anwendung der Bezeichnung 
d.- ST erwyerı dy 


0 
1st 


2, )=-/ Hay) Way, It HS ml )eOyerrdy. 
0 0 


Setzt man das letzte Glied gleich 


er®) getn+ k+1 (x) 
so ist nach Hilissatz 1 


teol<)etrtm [enyray<yuß), 


0 
also lim {(z)=0. Beachtet man die Gleichungen (Hilissatz 2, Zusatz) 


z=+0 
J, gr; e’@ gie (Yo + Yuı LE + a + Yurn—u ur + AR cr) ’ 
lım an (2) =(, (u=y, ... N) 
z=+0 


so sieht man, daß eine Gleichung von der Form 
B,(2) =e9 at (C,, 204... +0,,2"+n,.2”), im n,,(x) = 0 


z=+0 


oder die asymptotische Gleichung 
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&, (x) = ee) get+k+1 (C,, gr + C, ur at. +) 
besteht*). Aus der Formel für y,,,(x) folgt 


’ O,, ’+0,, v+1lıL... 
u — az) [Er V + Gnrrıd dy 
0 





P(y) 
oder 
p,+1 (2) = Mar (Or, + 1,14 +). 
Wir haben gesehen, daß für Oo <r<z, 
le? dry, (e)| < p(Mpgqye) ira 


y! 





ist und daß die asymptotischen Gleichungen 
EFT p,(E)» 0,0 + 0,,,1 0! + + (v=0,1,2,..) 
bestehen. Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 7, wenn man 
,=+%,+ te, (=0, 1,2, ..y ss .=1 
setzt, die asymptotische Gleichung 
ee Aryl) nt + +. 
Es ist also | 


ya) = Par ++ +20" + 8,2"), lim e,(2) = 0. 
z=+0 


Wir weisen nach, daß eine Reihe von der Form 
y(e) = Marl +12 ++») 
der Gleichung D(y(x)) = 0 formell genügt. Der Sinn dieser Behauptung 
ist folgender. Durch formale Rechnung erhält man 


dar pla)) _ RIOpR [« ++ ++ 0,0) PB: + ar 3 (2 -+ 042], 





dx i=0 
H(a)y(@)= "a (a + ma+ +) & 00 
und, wenn 


H;(e, Y) rn ho(2) ur (2) Y “ D2. (2) y? ++ 


ist, 
/a«, Y)yp (y)dy = = (Hol) + dl) + ++ oe) f eye Ay 
0 en ö 

oder, wenn nach Hilfssatz 2 (Zusatz) 


fi yet (+ Yıl 2 5 
0 
gesetzt wird, 





*) Man kann auch den Hilfssatz 2 anwenden, indem man b,,5,,d,,... als 
Potenzreihen von & voraussetzt, so daß auch &, €, 3, ... Potenzreihen von © werden. 
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F H,(x,y) y (y) dy= RAR (co (2) + &_1d1 (2) + +)(YotYat+**). 


Der durch e’ ®ze+**1 dividierte Ausdruck D(y(x)) ist gleich 
— (&%rı + &ro0+ )2 + B (A+1)c,,12 


+ 2, Hab + ae) + ot zart) = & Erd. 
Die Gleichung 
E,=%+ (— %41+ 96(0)Y0) 0 = 0 
ergibt c,, nachdem c, beliebig, etwa gleich 1, angenommen ist. Die 
Gleichung 
E,= (A + )a4ı + Orr r (0) Y30) €: re= 
drückt e,,, durch c,,...c,,c, aus. 

Die auf diese Weise formal berechnete Reihe für die Funktion 
y(xz) stimmt, wie wir zeigen werden, mit der Reihe überein, welche die 
Funktion (x) asymptotisch darstellt. 

Der durch e®®ze+*+! dividierte Ausdruck 


Dy(g(a)) = TEN) _ A, (0) go(e) 





ist, wenn man 
Pole) = EP (op + CE + CR’ + +++) 

setzt, gleich | 

en (&+1 + 42T + +) Zone + za + 1), 14,9°= 2 Eur, 
und es ist 

Eu=d0. 4=0,1,2,...) 
Nach Hilissatz 6 genügt die Reihe 
pl) Aa (0,1, + rt), 

welche die Funktion p,,,(x) asymptotisch darstellt, der Diiferentialgleichung 


d(a++1 v+1 " 
D,,.1 (910) IM _ ge) + S"Hrla, yYo,()dy= 0 


0 
formal. Der durch e®®ze+*+1 dividierte Ausdruck D,,,(y,.,(&)) wird bei 
formaler Rechnung 
— (&4ı + Or+2T 7 ...) 55 C,+1, iz u Z (A + l)e r+1, 1410 


J=y+1 





[e+) 


+ 2 7 (6,,90(8) +6,11 (® %)+ +0,01, @)) Yotyart) = - Eur; 


my 


es ist 
E,111= 0. v=0,1,2,...;5l=r,r+1,...). 


Wenn man 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 2. 20 











148 Horn, Volterrasche Integralgleichungen. 


0„=0, 4 Cı, + ev... + C,, (v=0,1,2,...) 
setzt, so daß 
PM (c ++ + ---) 
die oben eingeführte Reihe ist, welche die Lösung „(x) der Integral- 
gleichung asymptotisch darstellt, so ist 


E,=Ea+Eut + E41» 
es ist also 
E,=0, 0=0,1,2,..) 


d. h. die asymptotische Reihe genügt der Integralgleichung formal. 
Wir hatten oben die Lösung der Integralgleichung 
ya) = Pr +++ +0c,"+2X", imo,=0; 


z=-+0 
wir weisen nach, daß auch die Gleichung besteht: 
“ de, 
lim 2 —" =0. 
’ z=+0 dt 
Es ist 





d(aHIp(a)) _ Haze n77% } n 
= = _e #|(e + a0 + +) (2 0% + &2") y 
” a 3 (+ Ya. +(n+ MDanyız"+ a" EN 
H,(z)y(&)= "x (a + rc+ (2 X + &2"), 
JS Bea, WyW)dy= & (bl) + hl) + +ohle) fe" yet? ay 
0 


0 
+ m(®; y)er "yet" dy, 
/ 


wo für y<e 


E 





m(&,y)| <n(e), lim n(e) = 0 


z=+0 
ist. Der durch e®"ze+*+! dividierte Ausdruck D(y(x)) ist jetzt gleich 
— (&ıı + &42% 4 +.) (2 = v 22") nr 2, (A + 1)& 418 
+ (nr +1) 12" + a"! + 2 2°) +) (Yot Yant+ *-) 


)=0 


+ Smta,y)er@yerray = 5 Ed" +E0"=0. 
I=0 


0 
Sind C,,...,C%;ı aus den Gleichungen Z,=0,..., E,_ı = 0 berechnet, so 


besteht die Gleichung E, = 0; dabei ist 
de 





= — (+) + (nt Denn tz T, r+onte? Bf na, y)e@yerray; 
0 





*) Da n beliebig ist, so ist m = (n+ı + &n+ı). 
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es ist lim d„ = 0, und der absolute Betrag des letzten Gliedes ist höch- 


ı=+0 
stens gleich 


n(x)»e —, denk Fe (y) year" dy < yn(«) 


0 


nach Hilfssatz 1, so daß dieses Glied für lim ©&=-+0 den Grenzwert O0 hat. 
Aus E, = 0 folgt demnach, wenn man x zur Grenze 0 gehen läßt, 


ö de 
lm %c -_ — 0. 
= +0 L 


Das Hauptergebnis ist in dem Satz enthalten: 
Die homogene Integralgleichung 


S Beni y)dy= 0, 


worın 


Ha,y)=y''+(e+tayt+oy+- De + re (k=1,2,..) 


und der reelle Teil von « positiv ist, hat eine (bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte) Lösung in Form einer für hinreichend kleine positive Werte 
von x konvergenten Reihe 


p(2) = PolX) + Pilz) + Yala)+ 5; 
dabei ist, wenn die Bezeichnung 


u U a 3 DR I ui 
(x) = Kock (k—1)a#-1 x ’ 0 47° k ü, p (x) e 


benutzt wird, 
y(2) =e"arp(e), 


zo-I(W) —k-1B, % 
pl) =—e"rrple) S 4 Fa W dy, P,(«) -/f H,(z,y)y,(y)dy. 
0 0 





(v=0,1,2,...) 


Die Funktion y(x) gestattet für kleine positwe x eine asymptolisohe Dar- 
stellung durch eine Reihe 

AL +GCt+ +), 
welche der durch zweimalige Differentiation der Integralgleichung erhaltenen 
Gleichung 


d(ak+1 :0®H(x,ı 
(2 IN (a +1,22 +, + +: . ars An N y)dy = 0 


formal genügt. 








Wir nehmen jetzt «<0 an. Wir zeigen, daß eine differenzierbare 
20* 














150 Horn, Volterrasche Integralgleichungen. 


Lösung p(z) der homogenen Integralgleichung gr H(z,y)p(y)dy=0, welche 2 


für << (%>0) die Bedingung 
Ip(e) <Le’ (d>0) 
erfüllt, nicht möglich ist. 
Aus der Gleichung 


k+1 ® 
EIN _ A, (pP) +Ba)=0, »ie)= [H.k,y)o(y)dy 
ergibt sich 2 0-0) ya) 








2) = cr pl) —e"arp(z — d 

Pa) Mar I Ad 

mit der willkürlichen Konstanten c. 

Im Falle c=0 ist E 
a EELTTIRRD 
DO 1 BE nn 

unter der obigen Annahme ist 
Ä LM? | ‚ _ LMpgy«° 
2a) <-T—, ya) << 


wegen (Hilissatz 1) | 
ee if 7?) yrndy<y. 
0 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich für v=0,1,2,... 


L(Mpgy)+ta?+r 
Pa 2) <yer1).. -($+»)’ 
was nur möglich ist, wenn (x) identisch verschwindet. 
Ist c+0, so hat man 








M 2 
Se > ideas (0>0) 
was der Annahme |p(z) < La’! - 
86. 


Die nicht homogene Integralgleichung 
4 H(2,y)y(y)dy= fa), 


H(«,y)=y"*'+H,(y) y-e,..., H,(y)=setmytay’+-, @=-12..) 
führen wir wie oben auf die Gleichung 


D(y(a)) TI) _H, pl) + /" He, )owW)dy=r @) 
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zurück. Es sei zunächst &<0. 


Wir lösen nacheinander die linearen Differentialgleichungen 
de) 








Pr (9) = Na), 
d(ak+ig,., . 
Hr, le), D,(e) = S Han o.(Wdy 
(v=0,1,2,...) 


in der Form 


09) ze x 0-9) y? —k—1 £ (y) 1 
po(z) =e PR, >) Yy, 


Pr (2) =—e" ze p ). 2 ae 
wo die in $5 eingeführte Bezeichnung benutzt ist. 
Wir setzen voraus, daß für -<x, 
Fe =<N 
ist; ferner sei für <<, y<% 
P(@) <Pp Se) 4, ‚H;(e, Y) En M, Seteyrn dy year 6 


0 








)dy, 


Dann ist 
Ip) < Npge!" Seo yıTdy<Npgy. 
0 
Wir zeigen, daß 








'p, (x) Ü, we, C, = ie nn ne (v=0,1,2,...) 
ist. Aus dieser Ungleichung folgt nämlich 
”=, _  (,MeH 
Bai<c.m/ vay- 





| | 0,Mpgq Hz un LT AR ER 
ef e I + dy 


C,Mpqgw*! 
=. +1 


Die Reihe 


C,Mpaya*! 
v+1 ; 








em) 28 E g eIW y. dy u 
o 


ya)= 29,2) 
ist für O<x<{x, absolut und gleichmäßig konvergent. 
Wie in $ 2 erkennt man, daß die Funktion „(xz) der Gleichung 


D(y(x))=0 genügt. Durch zweimalige Integration erhält man hieraus 
+ H,(a,y)y(y)dy=f(@)+C, 
0 
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Lösung p(z) der homogenen Integralgleichung f “a (2,y)Y(y)dy=0, welche 2 
0 


für Oo <z<z, (%>0) die Bedingung 
Ip(a)|<Lae’! ($>0) 
erfüllt, nicht möglich ist. 
Aus der Gleichung 


EIN) _ Hole) +Bla)=0, Bie)= Hy, y)o(y)dy ir 


ergibt sich 


Da) = care) Mae) [RM 4 
0 





mit der willkürlichen Konstanten c. 











Im Falle c=0 ist E 
I) ye—t—1E (1) 
_ _e" ie Ei ; FF 
ee a 
unter der obigen Annahme ist 1: 
5 8 
Ba) < 7, yal< gl: 
wegen (Hilissatz 1) I 
EI 28 fi Mr Pe 19) ya dy< y. 
0 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich für v„=0,1,2,... \ 
ya) u Upanar 
6($+1)---($+»)’ | 
was nur möglich ist, wenn (x) identisch verschwindet. ‚ 


Ist c+0, so hat man 


LMpaqy»° 
Ö 


was der Annahme |p(x)| <Lx’! ihnantihe 


$ 6. 
Die nicht homogene Integralgleichung 


Sala owdy=il), 


H (x =y'tı+H, w te H ı(y) = a+m,y+oy +++, (k=1,2,...) 
marke wir wie oben auf die Gleichung 


D(ya) = TI) _ HK) y@)+ [He y)yWdy=f'@) 





DO >" to (0>0) 














Horn, Volterrasche Integralgleichungen. 151 


zurück. Es sei zunächst &<0. 
Wir lösen nacheinander die linearen Differentialgleichungen 


d(x*+1 0 „ 
(2 un (z)) —H, (2) y(2) =” (e), 


d(zk+io,,, = 
= Be, 20 / H, (2, y) 9,(y) dy 





2 (v=0,1,2,...) 
in der Form 











2 IW y-e-k-17" (1) 
— ea) 22 Re; Y Y d 
ET N BE ee? 
a = IM) pe —k—1 B,(y 
p,41(2) =—e’" zep(z) / Sa w dy, 
0 


wo die ın $5 eingeführte Bezeichnung benutzt ist. 
Wir setzen voraus, daß für -<x, 
Fa <N 
ist; ferner sei für <a, y<% 
Pla) SP; Pre <g, ‚H;(e, y) <M, Ne wyrHay<yeror 6 


0 
Dann ist 


IM) <Npge!" Seey dy< Npgy- 
0 


Wir zeigen, daß 





'p, (z) En C, er, C, = Npar(Mpayı (v=0,1,2,...) 


v! 





ist, Aus dieser Ungleichung folgt nämlich 


‚P,(«) — c,M /"yay . 0,Mar+! 
0 


„+1 ° 





) | C0,M»q Hz - L u ER 
ee e In e+ *dy 


C,Mpgar*! 
= +1 


Die Reihe 


0,Mpaya*! 
v+1 i 








em) 28 vi F eIW) "a dy <= 
[) 


p(z) = B p,(%) 


v=0 
ist für O0 <x<x, absolut und gleichmäßig konvergent. 
Wie in $ 2 erkennt man, daß die Funktion „(x) der Gleichung 


D(y(z))=0 genügt. Durch zweimalige Integration erhält man hieraus 
er H,&,)yW)dy=f@)+C, 
0 
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SH, y)yy)dy=I@)+0z+C". 


Für imz=+ 0 hat man 
= — (0), ÜU= — (0), 
so daß die Funktion p(x) der ne 


Sa) y)y(y)dy= Ik) — xf (0) — 1(0) 
genügt. Soll die ursprüngliche kan u 
SH DoWdy- ka 


erfüllt sein, so muß f(0 va 0, f(0)=0 sein. 
Wir setzen jetzt f(x) als Potenzreihe von x voraus, welche keine 


geringere als die zweite Potenz von x enthält; es sei 
(@)=b+be+b+.-. 
Dann ergeben sich asymptotische Potenzreihen für die Funktionen %,(%), 
fı(&),.... Nach Hilfssatz 5 besteht die asymptotische Gleichung 


PoR) = Ct CE tat, 
wo die Reihe auf der rechten Seite der Differentialgleichung für %,(x) 
formal genügt. Allgemein ist 
p,(2) = C++ 0, + 
Denn daraus folgt | 
Ba) > [Hua y) (my + ont + )dy 
0 


oder 
», (x) - C, ET de + RT aa + eer.5 
I nach Hilfssatz 5 ist 


Prr(%) @ C,41,,412°7 + 941, BFPT Ateı „& 
wo die Reihe rechts der Differentialgleichung für ia formal genügt. 
Setzt man ,=c,+c,+'"+c, (®=0,1,2,...), so gilt die asym- 
ptotische Gleichung 
ya) on +G+a+-- 

Wir zeigen, daß die Reihe (2) = «+ C% + 692° + +-- der Gleichung 
D(y(x))=0 formal genügt. Da die Reihen, welche die Funktionen 
(8), ,.,(2) v=0,1,2,...) asymptotisch darstellen, den betreffenden 
linearen Differentialgleichungen formal genügen, so ist 
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EÜ+k+HN) AH (tat) ma 5 be= 5 E,e=0, 
=(0 )=0 


L=0 =0 
B; (A + k-+ 1)c,., 1,0’ — (e u 0,% +. ..) P: C,+1, „a 
)=rv-+1 i=rv+1 
[) +1 ) 
r2 (e „Do (® 2) + c, 101 (%) + vor r ,_,(2)) 7 m Ss E, RT 0. 
i=r A=y-+1 


(v=0,1,82,.,.) 
Durch Addition dieser Gleichungen erhält man die formale Gleichung 


3 A+k+l)a0*—(e +24») For 


i=0 I=0 


[) gi+1 
+ 3 (cdo(2) + 9-19) +++ (2)) — 1+1 - Eh - = 3 Ex - == ()> 
1=0 


i=0 i=0 


d. h. die Gleichung D(y(x)) =0 wird durch die Reihe y(2) =«,-+ c,% 
+09,2°++.. formal befriedigt. Aus der Gleichung 


E,R,=-e0o, +: —b,=0 
berechnet man c,. 


87. 


Die am Anfang von $ 6 angeschriebene nicht homogene Integral- 
gleichung behandeln wir jetzt unter der Voraussetzung @ >00. 
Die Differentialgleichungen für 9,(2), %,,.(2) lösen wir in der Form 








es I) 2 0-9) yıe f'(y) | 
p(z) = e” zrp (x) S »(y) dy, 
z oe -IW) e—k-1, 
gurıla) = map a) SEITE ay,; 


To 


dabei ist 2, eine hinreichend kleine positive Größe, und x wird auf das 
Intervall 0 <z<<'x, beschränkt. Der Koeffizient von r in —#(y) hat 
jetzt einen positiven reellen Teil. Wenn für <z, 
F@|<N 
und (Hilfssatz 3) 
$* e-Iw) yrı d y<y EI) 


FR 


ist, hat man | 
enge [Tee yrr ray <Npgz. 


Allgemein ist 
Ip(2)| <C,u, C,=Npqy(Mpgy); 


denn daraus folgt 
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2,0) <0,Ma / dy=0,M2<0,Mat", 
0 


92) < 0, Mpgat! er [ewyrrtdy<0,Mpgyat". 


E7 


Wenn z, so klein angenommen wird, daB Mpgyu <x<-1 ist, 

ist die Reihe 
ya)= pa) + pt Yp@)+ 

für 0 <x2<x, absolut und gleichmäßig Arne Die Funktion % (x) 
genügt der Gleichung D(Y(x)) = 0 und, wenn /(0)=0, f(0) = 0 ist, auch 
der ursprünglichen Integralgleichung. 

Es sei jetzt für f”(x) die konvergente oder asymptotische Potenz- 
reihe bu+b,%+b;2°” + »-» gegeben, so daß lim f(x) =b, ist. Jede Lösung 


z=+0 
p,(2) der nicht homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
d gk+1 „ 
ED Ha) = 1’) 
hat nach Hilissatz 5 für im x = +0 den Grenzwert 
Ir 
hart: A Br 5 
Aus der Differentialgleichung 
d(zk+1 “ x 
Fr) _ = — [Hr yo.lWdy 
0 
folgt 
lim 9,.1@) = 0, W=0,1%..) 
wenn man die Annahme macht, daß limy,(z) endlich und daher 
z=+0 
lim, / Hua, y) 9r(o)dy 0 


ist. Diese Annahme trifft aber für v=0 zu. Wegen der gleichmäßigen 
Konvergenz der Reihe (2) = go(2) + Yı(®) + Ya(X) + +» ıst 
b, 
im 9()= = —-—. 
z=+0 a 
Indem man die Gleichung 


Dipl) FOL (+1) A @))pl@)+ f' H, (2,9) p(y)dy—t(«)= 


n-mal nach x differenziert und 


dr+ip(e) _ m dy® (2) 
77 


setzt, erhält man eine Gleichung von der Form 
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d" D k+1 (n) n ’ —1 
un FE x PB)" le) + ln, y2), 1 ld)... pe ‚(2)) 


+ S Hure, Woly)dy= 0%), 
0 


wo P,„ eine Funktion von x und Q, eine lineare, nicht homogene Funktion 
von p(2), (8), ... g""(z) mit von x abhängigen Koeffizienten ist. Zur 
Berechnung von P,, Q, aus 
P,=(k+ 1)" — Hr), % = —-f”(e) 
dienen die Rekursionsformeln 
Par = Pu+ (k+1)af, 


Rn m On On 
a + HE + +) 


Demnach ist 
P,(2) =(n+1)(k+1)2"—H,(e), P,(0)=—H,()=-—e. 


Sind p(x), 9 (&),.... g""(z) als stetige Funktionen mit den Grenzwerten 
lim p(z) =, lim p(@)=1!y,, ... lim gr? (e) = (n— 1)! y,, 
z=+0 z=+0 z=+0 


gefunden, so folgt aus der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
für 9”(z), daß 


lim g"(x)=n!y, = 
z=-+0 


1 
« Q),(0, Yo» 1!y,, ... (n — 1)!y,.N) 


ist. 
Die Gleichung D(p(x)) = 0 wird formal durch eine Potenzreihe 


pla)= otcCtar + 
befriedigt, die wie am Schluß von $ 6 berechnet wird. Wir hatten damals 


D(p@))= 2, E.0"; 
da E,„ nach den für konvergente Reihen gültigen Regeln berechnet wurde, 
so können wir schreiben: 


d" D(p(%)) 

! Fe: rlllrzieih. 1. u 

n!En=| dar E, 

Wenn man in dem obigen Ausdruck für die n-te Ableitung von D(Y(x)) 


z=0, g"a)=rviec, (=0,1,2,...) 
*) Es ist 
ort2H(z,y) _ O"H;(e, y) . r 
Hn+2(%, y) = — ns 0% Hn+2(2,2)=(—1)"H,42(2). 
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setzt, erhält man 
n!E, = —n!ec, 4. Q, (0, Co; 1!c,, ... (n — 1)le,_,). 


Die Rekursionsformel n! E, = 0 oder 
nic, = - Q, (0,6, 1!c,,...(n—1)! c,_,) 


stimmt mit der Rekursionsformel für y,„ überein, so daß y„= c, ist. 
Die oben dargestellte Lösung y(x) der Integralgleichung erfüllt 


demnach die Gleichung 


lim 9" (a) =n! c,. (n=0,1,2,...) 
z=+0 


Daraus folgt die asymptotische Gleichung 


ya) +++: 
Denn setzt man 


pla)= Zn + ea”, 


wo n eine der Zahlen 0,1,2,... bedeutet, so ist 


y(X)— & 0,0 
— v=0 . 
esse gen ’ 
daraus folgt 
Rn (a)—n!e 
lim &, = lim it Sn = 0*), 
= +0 <= +0 N: 


Das Hauptergebnis von $6 und $7 fassen wir in den Satz zusammen: 
Die nicht homogene Integralgleichung 


SH, y)y(y)dy= I). 

0 
worın 

H(«, Y) Rn gr _ (@ +0y-+ sy + u) _ ... (k=1,2,...) 

und f(x) in der Nähe von <= 0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist, hat, 
wenn der reelle Teil von « von Null verschieden und (0) = 0, f(0)=0 ist, 
für 0 <xr <a, (2, positiv, hinreichend klein) eine Lösung in Form einer 
konvergenten Reihe 


y() = Kot) + Yyıla) + PelX)+ +; 
dabei vst 


yet) 


— p9(2) 
0 (z) e ar p (x) p(y) 


s 


*) Vgl. Bd. 119 dieses Journals, S. 272 ff. 
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. z 3 (y) einig, z 
9) TI May, = re, away, 


(v=0,1,2,...) 
wo $ gleich 0 oder gleich x, zu nehmen ist, je nachdem der reelle Teil von 
a negativ oder positiw ist. Für kleine positive x wird p(x) asymptotisch 
dargestellt durch eine Potenzreihe 

Gta2+@X-+ +, 
welche der durch zweimalige Differentiation der Integralgleichung erhaltenen 








Gleichung 
d(a*+1 :0°H . 
formal genügt. 


8 8. 
Wenn es sich um die Untersuchung der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung in der Nähe einer singulären Stelle der Unbestimmt- 
heit handelt, wird diese Stelle häufig ins Unendliche verlegt. Unsere 


Integralgleichung wird durch die Substitution x = I» y- r in 


- SaG. 1) 


übergeführt. Indem wir die Bezeichnung acitane insbesondere y(y) an 








Stelle von le, ;) setzen, haben wir die Integralgleichung 
- [Ha noW )dy=f(r). 


Wir setzen H(x,y) als Potenzreihe von n, r ohne konstantes Glied 
voraus; in 
H(xz,y) = Em (A, u=0,1,2,...) 
sel au =0, aber a, und a,, nicht beide gleich Null. Setzt man 
Ha, y)=Hy)+ HZ )4+e-, 
so ist \ 
HK) )+tat- a, = Ay T Agyı5 
wenn ,= + =q,=0, a,,, +0 ist, kann man 


1 
HW=- ar k=0 
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annehmen. Indem man die Integralgleichung 


a DB. 
} (+ Aw), — DER, .(G-2) + |p(y)dy= fz) 
zweimal nach x differenziert und die - 
oH 
Ha, y)-r EN Hy)+ .(G-2)+ 
OH, («, 
Aula, y)= ae) _ m _ H,(y)+7;  Hs(y) che 


benutzt, erhält man die Gleichungen 


z+f H,(2, y)y(y)dy=— af (e), 


Es he 


Die homogene Integralgleichung 


S Bao (y) dy= 0 


wird ım Falle k=0 wie in $2, im Falle k>0, «>00 wie in $5 be- 
handelt. 
Die nicht homogene Integralgleichung 


— SH, y)e(y)dy= f@) 


wird ım Falle k=0 wie in $3, im Falle k>0, «<<0 wie in $6, im 
Falle k>0, «&>0 wie in $7 gelöst. Dabei ist vorausgesetzt, daß für 


hinreichend große positive Werte von x 
d | 
FAZ SH 


und lim a2?f’(x<)=0, lim f(x«)=0 ist; das Vorhandensein einer Potenzreihen- 


zn ı=n 


entwicklung 
b 
2 


b, 
23 


- 


f(&) = 


ist eine hinreichende Bedingung. 


sen 





159 


Volterrasche Integralgleichungen und Summen- 


gleichungen. 
Zweiter Teil: Über die Lösungen gewisser Summengleichungen 
und ihr asymptotisches Verhalten *). 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 


8 9. 


In der Summengleichung 


— His, y)y(y) = fe) 
seien A(x,y) und f(x) gegebene Funktionen, p(y) eine zu bestimmende 
Funktion; x sei eine reelle positive Zahl oberhalb einer gewissen Größe x,, 
und % durchlaufe bei der Summation die Werte z,2 +1.2 +2..... 
Durch Subtraktion der beiden Gleichungen 


— H(a,2)9(@)— ZH (a, W)y(y) = fa), 


= Ha+l,)yW)=f@+l) 


+1 
erhält man, wenn 


4(@)= fa+l)— fl), IH(a,y) = Hia@+1,y)— H(e, y) 
gesetzt wird, die Gleichung 
H(z,2)y(@) — 2 AH (a, y)y(y) = If(x) 
Indem man die Gleichungen 


H(z,2)p(@) — IH@,2+1)y(e+1) — 2,4H(a, y)p(y) = fe), 


H(«+1,2+1l)y(x-+1) AH (c+1,y)y(y) = Iflc+1 


subtrahiert, erhält man 


*) Die Einleitung zum zweiten Teil befindet sieh in Verbindung mit derjenigen 


zum ersten Teil auf S. 120—123. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. >.) 
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4(H(@,2)9(@)) + 4H (aa +1)y@ +1) — 3, #H(a, y)yy) = Lila). 


Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ergibt sich die Gleichung 
I"(H(&,2)y(&))+ I" (4H(a,e +1)y(@+1)) +---+4" H(z,c+m)yp(z+m) 


— EZ tHl,y)y(y) = Mt’ f(a). 


z+m-+1 
Ist H(x,y) eine ganze rationale Funktion m-ten Grades von x, so 


ist S"H(x,y) von x unabhängig, während 4”*"H(x,y) verschwindet. Eine 
Lösung „(z) der vorgelegten Summengleichung genügt also in diesem 
Falle der linearen Differenzengleichung m-ter Ordnung 
D(y(a)) = Ar(Hla, 2) yd)) + AAHR, a HN plE HD) + 
+ A"H(&,2 + m)p(xz + m) = 4"*'f(x). 
Setzt man (bei beliebiger Funktion A (x, y)) 
H(xz,x) = H,(«), AH(c—i,x) = (-1)H,(e), (=1,...m) 
so ist 
Dip (a) = AH la) pe) — He + )yle + 1) 
+ PH,(a + 2)y(@ +2))— + ("He +m)y(a + m). 
Die Differenzengleichung D(y(z))= 0 ist adjungiert zu der Differenzen- 
gleichung E(w(x)) = 0, wobei gesetzt ist: 
E(w(z)) = H,(2) A" y(z) + H,(a) I" ya) + + H„le)w(e). 
Unter Anwendung der Bezeichnung 
(— 1)" P.(z) = (m), HA, (x) — (m — 1), H,(&) + (m — 2), H, (2) — --- 
+ (- 1", Hu(@) ae 
können wir schreiben: 
D(y(a)) = Pıle + m)p(e+ m) + Ple+m—Ny@+m—) +: 
+ BP, ,(@+lD)g(@+1)+B,(@)y(a), 
(— 1)" E(w(z)) = Pu(a)yw(e + m) + Pa) y(e tm—1)+ 
+ P(z)y(a+1)+ P(a)y(e). 
Die Gleichung, welche aus der vorgelegten Summengleichung durch (m + 1)- 
malige Differenzenbildung erhalten wird, erscheint jetzt in der Form 


Dy(a))— 2 MH (le, y)pyly) =" file). 


z+m+1 
Wir machen im folgenden von dieser Gleichung nur für m =1 Gebrauch; 


dann ist 


H,(z) = H(z,e), H,(«)=—4AH(s—1,e), 
P,(&) = H,(@) — H,(&), Pı(@) = —H,(e); 
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so daß die Gleichung lautet: 
(Hy + )—H,(@+1))g(@+1) —Hul@)p(0)— EL Ha, y)py) = 44). 


Durch Multiplikation mit x bringen wir unsere Summengleichung 
unter Benutzung der Bezeichnung 


H(z, Y) u; cH (x, Y); f(«) us z/(x) 
auf die Form | 


— ZH, y)p(y)= fe), 
aus welcher die Gleichung 


(A,@+1)— Ale +D)p(e +1) —Ayla)p(e)— ZH la,y)y(y)= He) 
hervorgeht. Es ist 
4H(z,y)=x4H(x,y)+H(c+1,y), #® H(x,y)=x4°H(z,y)+24AH (c+1,y); 
H,(2)=zH,(e), H,(@) = (a —1)H,(e)— Hola). 
Wenn 
Ya) = (+1) (He +) —H,(e+1))+H,(e+1)+HA,le+l) 


gesetzt wird, schreibt sich die obige Gleichung 
Aep@+ Hg) (4° Ha,y)+24 HH, Y)yW)= Ef). 
Wir nehmen jetzt an, H(x,y) sei für große Werte von x und y 


; ' s a 3 ' 
in eine Potenzreihe von m; entwickelbar *): 


H (x, Y) = 2 Tip i (A, u=0,1,2,...) 


ET, 
Dann ist 
do rd An + Aı +a 
H,(z) = H(z,2)= au+ - 10 — u, (0 u + Age 
1 A, — 20, a 
AH (x, y) = rt ER : a" 


LT ? 
also, wenn a, + 0 ist, 


AH («, y) 1 
Aa) =» n(2, 9); 
wo nı(z,y) eine Potenzreihe von — r mit dem Anfangsglied — dar- 
b 00 





*) Es genügt die Annahme, daß für große x und y=x die Funktion H(z, y) 
durch die Reihe $ Pr. asymptotisch dargestellt wird; d.h. wenn n eine beliebige 
iu 
ganze positive Zahl ist, soll 
Ayu En(T.Y 
H(x, y) = ! on 
( Y) re ach yi zn 


sein, wo |&,(2,%)| beliebig klein wird, wenn man & hinreichend groß und y> x nimmt. 
22* 














162 Horn, Summengleichungen. 


stell. Wenn wir noch die Bezeichnung 


Af(«) 
a — c 
benutzen, haben wir die Gleichung (S. 159) 
ii 8 
(@) y(2) — 5; 2, 7la, )yly) = ge). 
Ist a, = 0,@ + 4 +0, so hat man 
Y(z) = (dp TAT ni m u ln +», 
x H,(z) — (dy + doı + . Bi u lee Pr ’ 
R e- 
z PH(z,y) +24H(c-+1,y)= ” 
zH,(@) _ a 0, | Me 
a Bu A 
2 #H(x,y) +24A4H(z: +1,y) 1 
N. 


wo w(z,y) eine Potenzreihe von N, m darstellt. Demnach gilt, wenn 
ae). 
gesetzt wird, die Gleichung (8. 161) 
> 2. 2 
D) yae+y) (+ ++ )y@) Fo yo) =hla). 


Wenn au = 0, Ap + Ay = 0, Ag + Ay + Age + @yı + 0 ıst, hat man 


Q (x) = nd + Agı ai, 
zH, (a) = ne... 
| b 
zI9”H(xz,y) + 24H(c-+1,y)= > 
tz H,(2&) =. . a; 0: Ayo +4; + Age 


2 
- „te, ıa=- 


. x) RE x X 
wo « von Null verschieden sein möge, 
z# H(z,y)+24H(<+1,y) 1 
2 er a, ı 2 ’ 
de) ey) 
wo w(z,y) eine Potenzreihe von n i ist. Wenn Ah(x) dieselbe Be- 


Ayg + Ay Ft Ma Fr Ay 


deutung hat wie oben, haben wir die Gleichung 


7) ya+d—-(e+ 











Horn, Swmmengleichungen. 


8 10. 


In $$ 11—13 werden die folgenden Hilfssätze benutzt*). 
Hilfssatz 8. ‚Wenn der reelle Teil o von o kleiner als —1 ist, 
ist für große Werte von x 


= o + 1 
> y® rn ya j 
x 


wo z eine endliche positive Größe darstellt“. 
Es ıst 


Ay (yet — yet yet! ((ı + ) m 1] 
=(e+l)y(l+dly), Imdy)=0. 


yo 
Nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Größe d kann man x, so 
groß wählen, daß für „>, Jd(y) ZI, also 1+d(yJ)>1—d ist. Aus 


s+1 nn \$ | o _ 

a = Zye(14+4(y)) > (1-0) Ey? folgt 
oO  _ ge+l 
ur <T 
</ Sage 


Hüfssatz 9. ‚Ist o<— 1 und besteht für große x die asymptotische 
Gleichung 


b b. 
ka) a(bo+ +34 ), 
so gilt eine asymptotische Gleichung 
iyerrtlo+ +4); 
dabei ist 


—b,=(e—-+1),,+(e-r+2)%-1+ + +le,atle+D,r% - 
Für n=0,1,2,... ıst 
Ib +by tee tb yt+pny", im P,ly)=0. 


y=» 
Setzt man 


(N 


RD 
” =2y", (v=0,1,2,...) 


so ıst 


*) Vgl. auch die Arbeiten des Verf. im 53. Bd. der Math. Ann. und im 138. Bd. 
dieses Journals. 
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I fy)=b&o+b&+--+5,&+ ZAry ”r 


Aus 
Ayt! I yet! [(ı 1 r Bi ı] 


= (+ TE + > 
+ (0 —rv + 1,41 + Taf > lım T,n (Y) =0 


yo 


erhält man 
 t=(— +1, &.+(e-r+1,5,+t 

+Ho—r+ Mn + Zi”. 
Die zu v=0,1,...n gehörigen Gleichungen werden nach Multiplikation 
mit Gy, &%y5...C%, addiert und ,,Cı,...c„ aus den obigen Gleichungen be- 
stimmt. Dann ist 


B" ,.=b&+ b, 5, +’. +5,5,— Irye*, 


v=0 
n * 
T,= P Tyn; Jım T7,=0, 
v=(0 y=o@ 


also 


za B> (3, +7) ye7. 
Für y>e ist B,(y)+7,(y) <n(e), kmn(z)= 0; also ıst. 


zen 


<a) ar Zyt<ynl) 


nach Hilfssatz 8 und demnach 


lım „= 0. 
Als besonderer Fall ergibt sich die asymptotische Gleichung 
au ur 2 ga! * & 
2 ae” Ha Pit > Biete . 


Hilfssatz 10. ‚Wenn ja <1 ist, ist für große Werte von x 
ey <ylel, 


wo y eine endliche positive Größe ist“. 





*) Die Koeffizienten von x8?, x2*,... sind gleich Null. Vgl. Markoff, 
Differenzenrechnung (Leipzig 1896), S. 128. 
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Es ıst 


1 1 
Zjeryt= zja?”. al?" y. 
Wenn go <{0 ist, oder wenn im Falle eg >0 x hinreichend groß genommen 
ge 1 


wird, ist für y> x der Differentialquotient der Funktion a? y? negativ; 


es ıst also 
1 1 


a?" ye A ar, 
1 1 108 
Zjery<jalt'a za?’ - UT, 
P I Re 1—-Vie| 
Hüfssatz 11. ‚Ist |@« <1 und gilt für große x die asymptotische 
Gleichung 
pP b, b, 
f(«) = « (db, + r > 72 ++), 
so besteht eine asymptotische Gleichung 


So s 9 
yo alo+ ++); 
dabei ist 
—b,= (@e—1])c,, 


—b,=(@e— 1)c, + «(ep),%, 


en FF en ET ER ET ET EEE: 


—b,=(a—1)e,+e(e —r +1), tele —Y+2)C, + 
| +e(e—1),_ıC%1 +«@(p),% - 


= yet « (1 u. =) - ı| 








= ae ye” RR Te... ui DR am. DIESEL. nd Äh 


n—v 6% my 
Y Y Y Y 
lım 7,,(y) =. 
y% 
Unter Anwendung der Bezeichnung 
e,= Zaryır v=0,1,...0) 


folgt daraus 

#7 =(a—1)E, +ele— v),&,;+ele—r)S&,i.+ 
Tr a (0 ug E40 + 2: a’ y* we 

Wenn man die zu»v=0,1,...n gehörigen Gleichungen mit den oben ein- 

geführten Größen c,,€,....c„ multipliziert und addiert, erhält man 
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,S+5,&+-+5,& 


Demnach ist, wenn 
b 


gesetzt wird, 


bn 
n r 
Y Y 


2 r(y) ER b,& 7 b, Sı + Er: + | n Sn +&ß, ar ye s 


% 


x o C Cn 
- (+ a de +2), 


zn 
m... us 
/n bs mt Eu < (P, + T,) a” y® ar 


also nach Hilfssatz 10 
imy,=0. 


I=n 


Insbesondere gilt die asymptotische Gleichung 


© 1 do 1 
u . WORAE SEIEN... SEHR ER 6’ AR 
Zero u zur ); 
wenn « <Z1 ist. 
$ 11. 
Die Gleichung 


(e) Pe) La, )oW)= gl) 


lösen wir unter der Voraussetzung, daß 


| n(a,y) SM 
für y>z>x, und 


N 
a) < 


für 2 >x, Ist. Wir setzen 


nD 


1 
p(%) = 98), 9,1) = ,; FZrle,y)y,(y). (v=0,1,2,...) 


L xl 
Dann ist für >, 
_ N 
‚fo (X) en q2 
wenn (Hilissatz 8) 


ist; denn daraus folgt 


M 
Pr+1(%) 2 2 9,(y) 


" vi et 
2° 241 > 2° sr y’r? ar +3 


/ vo l v+l 
— MN(MyV 5 1 _ N(My) 


wegen 
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u u u: 8 
2 +2 — v ’»% 57 I n 
z+1 Y LT +1 Y L 


Die Reihe 
p(R) = Yolz) + plR)+ Yelr)+ 
ist für 2 >38, absolut und gleichmäßig konvergent, wenn &, die größere 
der Zahlen x, und Myz (z>1) ist, und genügt der Gleichung (e). 
Wir nehmen an, die Gleichung («) sei wie in $ 9 aus der Gleichung 


— ZH(e, y)yp(y) = fe), 


do Ay 


H(z,Y) = Ay + - > y ++, do F+0 


hervorgegangen. Wenn 
F(@)=— ZH (a, y)e(y)—f(@), 


AH(z,y) 1 a A . 
Hk) = (2, Y): H,(a) 9) 
gesetzt wird, ist 


e. 


AF (0) = F(a+1)— F(@) = Hıla) |p@)- „ Zrte, WeW—o@)|. 


Wird unter p(x) die oben bestimmte Lösung der Gleichung («) verstanden, 
so ist F(z+1)=F(x); d. h. F(x) ist eine periodische Funktion von x 
mit der Periode 1. Nun ist 

lim £H (x, y)p(y) = 0 


wegen 77 
| K 
H(a,y) <H, pyW)<,„ 
für y>x> $,; wenn lim f(x) = 0 ist, so ist lim #(x)=0. Daher muß 
die periodische Funktion F(x) identisch verschwinden, also (x) der ur- 
sprünglichen Summengleichung genügen. 


Wir setzen jetzt 


a, di, 


+24 


f(x) ” An L“ 
als (konvergente oder asymptotische) Potenzreihe von : ohne konstantes 
Glied voraus, so daß 
s_ bo b, 
Kette 
ist. Dann gilt eine asymptotische Gleichung 


Cyy C,, v+l 
p, (z) —_ qr +2 + gr+3 -- ... 


Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. 23 
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Dies ist zunächst für v = 0 richtig, wenn man cy = by; Coı = by; ... Setzt. 
Gilt die Gleichung für p,(x), so ist 


n.. Cyy Cy,v 
re tr) 


+3 
oder mit Rücksicht auf Hilissatz 9 


er+1,v+1 Cy+1,7+2 
P,+1 (2) Bun gr+3 Tr gr+4 7 a 


Setzt man c,=c,„+c,+°" = C,„„, so ıst nach Hilissatz 7 ($ 4) 
ya)=- +2 + +: 


Wir zeigen, daß die Gleichung (=) formal befriedigt wird, wenn 
man für Y(x) die Reihe 


einsetzt. Da die PREINB (@) durch eine Funktion von der Form 


En 


p(z ‚= 4 +4 tr + zn+2 + gn+2 > Iım &,(z) —=0 
befriedigt wird, so ist 


Co Cı en En(2) 
7? ” 23 TAT n+2 7 n+2 
- | 0 C, En—1 1) bu b, R% 
BR ‚en, Yy) y + pP + + yo+1 + Tan 2 + 73 


oder, wenn 


) 6 
gesetzt wird, wo ,(z) eine Potenzreihe von : ist, 


Co Cn En (2) 
72 +4 +» .-+ n+2 + qn+2 
u. wu. 4 1 5 En(y) 
gi; y2 = ZE (n,(% ) €, + 71, (@)a—\+ )2 yet? vn #2; yurr 
bb, bi 
a? * 23 . 
mit lim E,(y)=0. Es ist (Hilfssatz 8 und 9) 
y=» 
nd 1 2 1 ri, i+2 + Yin din(z) . Er 
Ela at ER, Tut) =, 


z EW) _ I), im 4,(0) = 0 
a gr gen ’ er n ’ 


also 
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Co C, Cn En(£) 
22 7 3 .. TR 7 yn+2 
3 \ 1 oc. ; Oin() 
sg: = (Ü(2), + (8) + +) +1) 2%+3 oben un? IT nr 
An (z) by b, un: 0 
br - er er Aueh 
Auf der linken Seite verschwinden, wenn man e,, d\,,, 4, durch Null ersetzt, 
i Ru 1 1 : . i 
die Koeffizienten von 5, +... „us - Mit anderen Worten, wenn man die 
linke Seite der Gleichung 
ei. 2 Ä / 1 Mir , ) 
y2 + 3 5 2? = (10(2) C, 4 -T (x) €, —1 | ) \A R® 1 \rı+1 rk 2 _ 
ur d. Fe. ei 
ru en 


durch formale Rechnung nach Potenzen von B entwickelt, so erhält man 


L 
1 ’ 
durch Nullsetzen des Koeffizienten von — ,, eine Gleichung zur Berechnung 
a = 


von 5({l=0,1,2,...). 
Wir haben den Satz: 
Die Gleichung 


— ZH(a,y)y(y) = fa), 


jun 


. : 1 i . 
worin H(x,y) in eine Potenzreihe von -, mit einem von Null verschie- 


ey 
i . : 1 
denen konstanten (Glied und f(x) in eine Potenzreihe von ohne konstantes 
LE 


Glied entwickelbar ıst, hat eine Lösung in Form einer für große Werte von 
x konvergenten Reihe 


dabei «st 
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setzen wir die folgende Kette von linearen Differenzengleichungen erster 


Ordnung an: 
Pet) -(A+ Ft rt )Mle) 0, 


Pl + 1) (1 +1 = :t5 — rc -)Pr+1(2) = #,(e), 
j 
P,() = 5 Z,e(0,y)9,(y) 7-12 
Zunächst ist 
Ya@H+l)_ Ba 4 
po (X) u -) (14 7 r u 
wo o=a, ist. Setzt man 
Pol?) = ap le) 
so ı8t 
p@+1) _ Pa, ßs 
70) — naar Are u 
1 
= — 
ni+at+at - 
woraus eine asymptotische Gleichung 
Pa)ol+ "+ re. 
folgt*). Wir nehmen e<—1 an und erhalten 
be) e&$, \ 
up EV. nn. 
(+7 +--)P@) 
Wir zeigen, daß, wenn für >xz, y>t 
Peal<p ——— <g, oa) <M, 
3 1 ... s 
N r ra) 
5 ? <yi| ger Ze Ö 
Fr u 


(Hilissatz 8) ist, die Ungleichung besteht: 
pa) < 0,0”, C, = plMpgyd)”. 
Daraus folgt nämlich 


*, Es ist 


Iog pa) =—Zlog(1 + 5 dar [5 +3 + )oiy+dr.. 


nach Hilfssatz 9. Vgl. Math. EIER Bd. 53, S. 184. 


.) 
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2,0) < MC, Zy< 


3 
xz+2 LE 


_MC, Ey <Moya, 
zy: 


| p,+1(2)| < C,Mpgy a? 35 TC CH payar 5 y”<C,Myda'. 
Die Reihe 
P(z) = Yolr) + Yıl@) + Pal) + 
ist für hinreichend große Werte von x konvergent und genügt der 


Gleichung (/°). 
Wenn, wie in $9, w(xz,,y) eine Potenzreihe von - i > ist, gilt eine 
asymptotische Gleichung | 


0 


f, (2) I 
denn daraus folgt 
= —y | e—r—l | 
$, (X) u 23 3 w(%,Y) (c,,%* Rs C,v+1%" au ...) 


e. U äh 7 C, ME 7 + 


0 Q er Eu 
ld rli+4)E | 
(1 4 . 4 u. + ; ) 


yYyra 
Wenn man c,=c,„+c,+(,+'"+c, (vr=1,2,...) setzt, ist 
u. 
y(z) al +—+ et ). 
LT ” 


Wie in $ 11 erkennt man, daß die gefundene Reihe der Gleichung (/’) 
formal genügt. 

Es ist zu zeigen, daß die Funktion p(x) auch der ursprünglichen 
Summengleichung genügt. Setzt man 


Fia)=— Ex2H(e,y)oy(y), 
so Ist 


4F(a) = aH,(e)y(2) — 2 (2 AH(a,y)+ H(@+1,y))p(y); 


z+1 
| ER 
PFi) = Q@[r@ + -(1+7 + )r@)- 3 Zoe WeWw]- 
Wegen S°F(xz)=0 ist IF(x) eine periodische Funktion von x mit der 
Periode 1. Nun ist 


IF (x) - (an + AT a4 .... 
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also lim 4F(z) = 0 und folglich 4F(xz)=0. Daraus folgt wieder, daß 


z=o® 


F(x) die Periode 1 besitzt. Es ist 
F (x) (—e- + er a +... 


+ 


oder, da ge +1<<0 ist, lim F(x) = 0, also F(xz) = 0 oder 


= H(z,y)y(y) =. 
Es gilt also der Satz: 
Die homogene Summengleichung 


=H(z,y)y(y)=®, 


worin 
dio 


iz 

u 

ist, hat, wenn der reelle Teil von 
de dot Ay 

kleiner als — 1 ist, eine Lösung y(x), welche für große Werte von x durch 


die ın $ 12 berechnete konvergente Reihe p(x) = yo(z) + Yyı(z) + +» darge- 
stellt wird und einer asymptotischen Gleichung 


ga rlı+ ++...) 


Ayı ! 


H (x, y)= y 7°, Ayo Ay #0 


genügt. 
$ 13. 


Die homogene Summengleichung 


un. 


’ 1 Ze 
x) yae+1)—(e+ ++ +) p(2) — „zer y)yly) = 0 
lösen wir im Falle |@«|<<1, indem wir nach einander die linearen Diffe- 
renzengleichungen erster Ordnung ansetzen: 


Zunächst ist 


+1 2 1\e 
= ot - + er + ..= @(1+ .) (1 + Pe + RR + .), 
wo 0 = = ist, so daß 
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Yo(z) = "rt yp(e), 
1 


)= — ı + - 22 
ülı+ +04) m 


gesetzt werden kann. Die Differenzengleichung für %,.,(z) hat die Lösung 


p,,1(X) = — er y(x) F IB I ‚(Y) 


: («- + —4 po) 
Für 2 >xz, (2, hinreichend groß), y>xz sei 


ee — <q, [o(,y) <M, 


(@+ ©" +...) pe) 


zZeyi<yiea i B>  — 


(Hilissätze 10 und 8). Dann ist für > 
p,(2)| <0O,a*r”, C,=p(Mpayd)’. 
Denn daraus folgt 


1 - u .,0—rV 
$,(2) < E oMz at < n 
< (,Myla* ar, 
P,+1(2) <C,Mpgy-\a*s* Ey ‚=2 < (0, Mpgyd|a "ze 
wegen 


zu <e” zy° u 
Wenn £, die größere der Zahlen x, und Mpgyd-z (z > 1) ist, ist die Reihe 
y(a)= & ,(a) 


v=0 


für x >$, absolut und gleichmäßig konvergent. Die Funktion y (x) ge 


ge 


nügt der Gleichung (y’) und besitzt eine asymptotische Darstellung 
& 
eerrlirürtr), 


Es ıst nämlich 
C,y Cy,»+1 f ): 


p,(%) ar 164 — a — ... 


denn daraus folgt mit Rücksicht auf die Hilissätze 11 und 10 


C Go 
u 2 vv 0% yv,,„+l „| 
Be) rr + Zu + ...), 
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Wenn c,=c,+c,+*"++e,(r=1,2,...) gesetzt wird, ergibt sich nach 
Hilissatz 7 die obige asymptotische Darstellung. 

Daß die Funktion p(x) auch der ursprünglichen Summengleichung 
genügt, erkennt man wie in $ 12. Man zeigt auch, daß die gefundene 
asymptotische Reihe der Gleichung (y’) formell genügt. 

Es gilt also der Satz: 

Die homogene Summengleichung 


worın 


"u 


At au = 0, Ant Aı t ao + A F$ 0 
ist, besitzt, wenn der absolute Betrag von 
Ay TA Fin 
Ay, T Ay Age F Agı 
kleiner als 1 ıst, eine Lösung y (x), welche durch die in $ 13 berechnete, für 
große & komvergente Reihe p(x) = Yy,(2) + Yı(z) + --- dargestellt wird und 
einer asymptotischen Gleichung 


y(x) — (1 + + = Tr ) 


u = 


genügt. 

Die Behandlung der homogenen Summengleichungen in diesem und 
dem vorangehenden Paragraphen entspricht der Lösung der homogenen 
Integralgleichungen in $ 2 und $ 5. Hiernach ist es wohl nicht mehr 
erforderlich, zu zeigen, wie sich die in $ 3 und $$ 6—7 geführten Unter- 
suchungen über nicht homogene Integralgleichungen auf die nicht homo- 
gene Summengleichung 


— ZH (a, y)9(y)= 1(@) 


' unter der Voraussetzung übertragen lassen, daß H(x,y) die in $ 12 und 
$ 13 angegebene Form hat. 











Über die Kurven auf einer Fläche, deren sphärische 
Bilder größte Kreise sind‘*). 
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Einleitung. 


Auf einer Fläche seien zwei Punkte P und @ gegeben und die 
Normalen der Fläche in diesen Punkten. Bewegt sich P auf einer Flächen- 
kurve nach ®, so wird die Normale in P längs dieser Kurve zu drehen 
sein, bis sie mit der Normale in Q zusammenfällt. Die Drehung, die die 
Normale bei der ganzen Bewegung erfährt, wird durch die Summe aller 
Winkelelemente von Punkt zu Punkt der Kurve zu messen sein. Diese 
Winkelelemente sind aber gleich den Bogenelementen auf der zugehörigen 
Gaußschen Einheitskugel. Soll die Drehung, also jene Summe der Winkel- 





*) Als Habilitationsschrift von der philosophischen Fakultät in Kiel angenommen. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. 24 
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elemente, innerhalb eines kleinen Bereiches ein Minimum sein, so muß sich 
der Flächenpunkt auf einer Kurve bewegen, deren sphärisches Bild eine 
geodätische Linie der Gaußschen Kugel ist, d. h. also ein Hauptkreis. In 
diesem Falle allein ist die Summe aller Winkelelemente gleich dem von 
den Normalen in P und ® gebildeten Winkel. In einem größeren Flächen- 
teil brauchen die fraglichen Kurven nicht immer die erwähnte Minimums- 
eigenschaft zu besitzen. 

Ganz allgemein sollen nunmehr die Kurven, deren sphärische Bilder 
größte Kreise oder Hauptkreise der G@außschen Kugel sind, Hauptkreis- 
kurven genannt werden. 

Diese Kurven können unabhängig von der @außschen Kugel in 
folgender Weise definiert werden. Zwei benachbarte Normalen einer Fläche 
bestimmen eine Ebene, zu der sie beide parallel sind (ein Büschel paralleler 
Ebenen, von denen eine beliebige ausgewählt ist). Schreitet man auf der 
Fläche so fort, daß die Flächennormalen in den sämtlichen Kurvenpunkten 
jener Ebene parallel bleiben, so ist die Kurve eine Hauptkreiskurve. In 
der Tat ist das sphärische Bild dann und nur dann ein Hauptkreis. 
Zugleich erkennt man, daß durch einen allgemeinen Flächenpunkt unend- 
lich viele Hauptkreiskurven gehen. Ist der Punkt und eine Fortschreitungs- 
richtung gegeben, so ist eine Hauptkreiskurve eindeutig bestimmt. Zwei 
beliebige Flächenpunkte können im allgemeinen nur durch eine Haupt- 
kreiskurve verbunden werden. 


1. Die Gleichung der Hauptkreiskurven. 


Die Gleichung der Kurvenscharen kann so hergeleitet werden. Die 
Normalen in drei benachbarten Flächenpunkten haben die Richtungskosinus 


X,Y,Z; X+dX, Y+dY, Z+dZ; X+2dX+d@X, Y+2dY+4Y, 
Z+2dZ + d?Z. 


Sollen alle drei derselben Ebene parallel sein, so liegen ihre uneigentlichen 
Punkte auf einer Geraden. Daraus erhält man die gesuchte Gleichung 
in der Determinantenform 


A A 
| | 

(1.) | dX dY dZ |=0, oder auch ZX(dY@Z— dZEY)=0. 
@dxXeyaz 







Neuendorff, über die Hauptkreiskurven auf einer Fläche. 177 


Dieser Ausdruck soll entwickelt werden, indem man u und v als 
Funktionen eines Parameters t auffaßt. Ferner sollen die Fundamental- 
größen der Einheitskugel mit &,% und © bezeichnet werden. 

Dann können zunächst die sämtlichen Kurvennormalen parallel sein. 
In diesem Falle wird das Winkelelement 

dp? = Edu?’ +2F5dudv + Gd?= 0. 
Die Kurven sind die Kreispunktpolarkurven der Fläche, deren sphärische 
Bilder die Minimalkurven sind. Geradeso, wie die Minimalkurven zu den 
geodätischen Kurven gerechnet werden, so sollen auch die Kreispunkt- 
polarkurven als Hauptkreiskurven gelten. 

Die geradlinigen Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind zu- 
gleich Kreispunktpolarkurven*), demnach auch Hauptkreiskurven. Da- 
gegen braucht eine beliebige gerade Linie auf einer Fläche im allgemeinen 
nicht Hauptkreiskurve zu sein. 

Ganz abzusehen ist von den Tangentenflächen der Minimalkurven, 
da auf ihnen von einer Richtung der Normalen nicht gesprochen werden 
kann. Sie sollen daher ein für alle Mal ausgeschlossen sein. 

Sind dagegen die Normalen nicht untereinander parallel, dann kann 
(1.) auf die Form gebracht werden: 

Eu +FV SE, u” + 6&,wv + (3, — 5 &,)v” +E&u”+Fv" 


(2.) 0. 


dw + Gr u = Eu + wow + 00° + 3u” + &v” 
Statt die sehr umständliche Ausrechnung von (1.) wirklich durch- 
zuführen, kann man natürlich Gleichung (2.) unmittelbar als die der geo- 
dätischen Kurven auf der G@außschen Kugel hinschreiben. 

Ganz unabhängig auch von den Flächennormalen ergibt sich endlich 
eine Erzeugung der Hauptkreiskurven, wenn man berücksichtigt, daß der 
kürzeste Abstand benachbarter Normalen dieselbe Richtung hat wie die 
zu der zugehörigen Fortschreitungsrichtung auf der Fläche konjugierte Rich- 
tung. Wählt man daher in einem Punkte P eine beliebige Richtung PQ 
aus und konstruiert die dazu konjugierte Richtung PR, so hat man durch 
Q die zu PR parallele Richtung zu bestimmen und die zu dieser parallelen 
wieder konjugierte usw. jedesmal zur Parallelen von PR. Dabei ist zu 


*) Vgl. meine Diss. „Über Kreispunktpolarkurven“. Kiel 1908. S.8. 
24* 
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beachten: Die Schnittgerade der Tangentenebenen in P und @ hat die 
Richtung der zu P® konjugierten Richtung durch P, so daß es durch © 
im allgemeinen wirklich eine und nur eine Parallele zu PR gibt. Die 
sämtlichen konjugierten Richtungen bestimmen dann eine Hauptkreiskurve. 
Es ist bei dieser infinitesimalen Erzeugung jedoch stets von einem Punkt 
zum unendlich benachbarten fortzuschreiten. 

Setzt man statt des Bogenelements der Fläche das Winkelelement 
und statt der Fundamentalgrößen erster Ordnung diejenigen der Gaußschen 
Kugel, so besteht zwischen den geodätischen Kurven und den Haupt- 
kreiskurven weitgehende Analogie, wie im folgenden näher ausgeführt 
werden wird. | 

In dieser allgemeinen Beziehung scheinen die Hauptkreiskurven 
bisher nicht untersucht worden zu sein. Nur in dem Parametersystem 
der Meridiankurven und der Kurven gleicher Polhöhe*) haben sie Er- 
wähnung gefunden. 


2. Die Hauptkreiskurven auf abwickelbaren Flächen. 

Es ist schon oben erwähnt, daß die Tangentenflächen der Minimal- 
kurven, da bei ihnen von Richtungen der Normalen nicht gesprochen 
werden kann, überhaupt auszuschließen sind. Auch die abwickelbaren 
Flächen im allgemeinen lassen sich vorweg leicht erledigen. Die sphärische 
Abbildung kann man so hergestellt denken, daß an die Einheitskugel 
Tangentenebenen parallel zu den Tangentenebenen der abwickelbaren Fläche 
gelegt werden. Dann reduziert sich bekanntlich die sphärische Abbildung 
auf eine Kurve. Jede Kurve zwischen zwei Punkten der Fläche liefert 
dieselbe Größe der Drehung der Flächennormale, jedoch ist im allgemeinen 
die Drehung (Summe aller Winkelelemente) verschieden von dem Winkel, 
den die Normalen in den Flächenpunkten selbst miteinander bilden. Die 
Kurven, deren sphärisches Bild ja auch im allgemeinen kein Hauptkreis 
der Kugel ist, sind daher nicht den Hauptkreiskurven zuzurechnen. Nur 
die Zylinder bilden eine Ausnahme, da sie als sphärisches Bild einen 
Hauptkreis der Kugel besitzen. Umgekehrt schneiden sich die Tangential- 
ebenen an einem Hauptkreis der Kugel in parallelen Geraden, so daß die 
erzeugenden Geraden der abwickelbaren Fläche, deren sphärisches Bild 





*) Siehe Abschnitt 5 dieser Arbeit. 
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jener Hauptkreis ist, parallel sein müssen, also einen Zylinder bilden. 
Auf einem Zylinder ist daher jede Kurve eine Hauptkreiskurve. Wie 
schon oben erwähnt, sind die geradlinigen Erzeugenden als Kreispunkt- 
polarkurven jedenfalls auch Hauptkreiskurven. 

Also hat sich ergeben: 

Auf abwickelbaren Flächen sind die geradlinigen Erzeugenden im 
allgemeinen die einzigen Hauptkreiskurven. Eine Ausnahme bilden die 
Zylinder, auf denen jede Kurve als Hauptkreiskurve aufzufassen ıst. Ganz 
abzusehen ist von den Tangentenflächen einer Minimalkurve. 


3. Die Hauptkreiskurven auf Rotationsflächen. 


Eine Hauptkreiskurve sei auf einer Fläche dadurch festgelegt, daß 
v als Funktion von u selbst gegeben wird. Dann wird aus Gleichung (2.) 


| dv 1 dv 1 dv dv 

= +3. zZE+tE2 +5) HG 
ni dv 1 dv 1 dv? av 

8462 0 76H. t34 (2) +5 


Dabei sind allerdings die Kurven «= const. ausgeschlossen; diese sind 
Hauptkreiskurven, wenn für alle Werte von v die Gleichung besteht 
(4.) 36, —26%,+66,=0. 
Nunmehr sei eine Rotationsfläche gegeben durch die Gleichungen 
z=plu)cosv; y=pl(u)sinv; z=g(u). 
Die sechs Fundamentalgrößen sind hier 


E=1, F=0,G0=, I--E, M=0, N=pg 
und folglich wird 


ıg 


GT 5=0, = d*”. 


Die Kurven «= const. sind nur Hauptkreiskurven, wenn für jedes v 

= =0, d.h. g” = const. 
ist. Dann aber folgt aus p”+g”=1, daß p”=0 also auch E und dem- 
nach E& — 5°= 0 sein muß. Also sind nur auf abwickelbaren Rotations - 
flächen die Breitenkreise zugleich Hauptkreiskurven. Das sind aber nur 
Ebenen, Rotationszylinder und Rotationskegel; doch sind, wie oben 
ausgeführt, die Rotationskegel nicht mitzuzählen, da auf ihnen nur die 


geradlinigen Erzeugenden Hauptkreiskurven sind. 
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Die übrigen Hauptkreiskurven der Rotationsflächen genügen der 


Gleich 
ung ig _ ige 
„+ mu du 
d?v 
®, +03 








oder entwickelt 
d’v 1 dv 1 dv‘? 
5) rl; +56) = 0. 


Setzt man 
Rv dp 
Er p, du? Kr du’ 


so wird aus (5.) 


woraus als Funktion von % berechnet werden kann. Man erhält näm- 
lich zunächst 


/- 2a du 


und daraus, wenn man in bekannter Weise mit e erweitert, 


—2adı r 
d m; ii [—?a du 


aa» akku 


Weiter ist aber 


E&, _ 2 


so daß bleibt 
1 


Fir ee 1 
wo die beiden Integrationskonstanten zu einer b zusammengefaßt sind. 


Setzt man noch für seinen Wert, so folgt unmittelbar 


vo /E 
du Yas-ne- 


& . 
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Hierin sind noch für die Fundamentalgrößen ihre Werte zu setzen. 
Dabei ergibt sich 
5 Di ee „MI 
(1—- p?)Vb—-1—bp” 


Das Integral läßt sich auswerten, wenn man z. B. setzt 
PVb=tgyVi—b. 
Nach einfachen Umformungen erhält man 


59 oder also tg(v—a)= Pr 


ER  Yb_1—p®’ 
wofür sich auch schreiben läßt 











v—a=artg 
2 VhV 


1-g? 
tg’ (v— a) - ja: 


da ja in diesem Falle 9” +g”=1 ist. 2 
Das Ergebnis lautet: 
Sieht man von abwickelbaren Flächen ab, so erhält man auf Rotations - 
flächen, die in der Form dargestellt sind 
z=p(u)cosv, y= p(u) sinv, z=g(u), 
die Hauptkreiskurven durch die endliche Gleichung 


1—g” 
tg (v—a)= I: 


a und b sind wiülkürliche Konstanten. 





4. Die Drehung der Normalen längs Hauptkreiskurven zwischen sphärischen 
Orthogonalkurven. 


Man wähle als Parameterkurven eine beliebige Schar % = const. 
von co! Hauptkreiskurven und dazu eine Kurvenschar v = const., deren 
sphärische Bilder zu denen der ersten Schar orthogonal sind; sie seien 
hier kurz die sphärischen Orthogonalkurven der ersten Schar genannt. 

Dann ist % = 0 und, da u = const. Hauptkreiskurven sind, nach (4.) 


6, =0. 


Also ist entweder & eine Funktion von ® allein, oder & = 0. 
Ist &=0, so sind die Kurven % = const. Kreispunktpolarkurven. 
Man würde für das Winkelelement 


erhalten. 
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Damit ferner sphärische Orthogonalkurven überhaupt auf der Fläche 
vorhanden sind, muß € — %°+0 sein; es muß also von abwickelbaren 
Flächen abgesehen werden. 

Im allgemeinen Falle hat das Winkelelement den Wert 


dy? = E(u,v) du?’ + Glv)dv?. 
Mißt man die Drehung der Flächennormale längs irgendeiner Haupt- 
kreiskurve u = const. von einer Kurve v= 0 bis zu v, so erhält man den 


Wert 
y= / Voß)dv, 
0 
der von uw unabhängig also auf allen Kurven « = const. gleich groß ist. 
Daraus folgt der Satz*): 

Wählt man auf einer Fläche irgendeine Schar von co! Hauptkreis- 
kurven und zieht zwei beliebige Kurven, deren sphärische Bilder zu denen 
jener Schar orthogonal sind, so ist die Drehung der Flächennormale längs 
der Hauptkreiskurven zwischen den Orthogomalkurven überall gleich groß. 

Die oben gewählten Parameter mögen das System der Hauptkreis- 
parameter genannt werden. 

Da 5=HM-—KF ist, so bilden die Hauptkreisparameterkurven 
auf der Fläche selbst ein Orthogonalsystem, wenn entweder die Fläche 
eine Minimalfläche ist, oder wenn dıe Krümmungskurven das System der 
Hauptkreisparameterkurven sind. Das führt darauf, nach den Flächen zu 


fragen, auf denen die Krümmungskurven zugleich Hauptkreiskurven sind 
(vgl. Abschnitt 6). 


5. Eine andere Gleichung der Hauptkreiskurven. 

Die Ergebnisse von Abschnitt 4 hätte man unmittelbar aus der 
Theorie der geodätischen Parameter folgern können. Weitere Anwendungen 
ergeben sich folgendermaßen. Gehen von einem Flächenpunkte A aus nach 
den beiden benachbarten Punkten B und C die Fortschreitungsrichtungen 
dv :du und dv, :du, und errichtet man in den drei Punkten die Flächen- 
normalen a,b und c, so ist der Winkel der kürzesten Abstände zwischen 
(a,b) und (a,c) gegeben durch die Gleichung : 





*), Vgl. z.B. Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
Geometrie, Bd. II (1902), S. 434. | 
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COS 104 — - u EEesinEieEEEEEEEIIEEEIEEHEREITEREEEETTEEEEE 
ö _ dv dv | Ic dv, dv, | 
Yls+23 2 +9(52) E+ 25 +0) 


Natürlich kann auch dieser Winkel als derjenige definiert werden, den die 








zu dv:du und dv, :du, konjugierten Richtungen auf der Fläche mitein- 
ander bilden. Gleichzeitig liefert der Ausdruck der rechten Seite auch 
den Kosinus des Winkels, den die sphärischen Bilder auf der Gaußschen 
Kugel einschließen. 

Bezieht man die Fläche auf Hauptkreisparameter, so folgt aus der 
Theorie der geodätischen Parameter angewendet auf die Gaußsche Kugel 
sofort der Satz*): 

Ist eine Fläche auf Hauptkreisparameter u,v bezogen, so daß das 
Quadrat ihres Winkelelements ist 

dp? = Edu? + dvf, 

so ändert sich der Winkel «, den die kürzesten Abstände benachbarter Nor- 
malen längs einer beliebigen Hauptkreiskurve mit den kürzesten Abständen 
benachbarter Normalen der Hauptkreisparameter (u), da wo sie einander 
durchsetzen, bilden, gemäß der Formel 

da © VE 

du ov ’ 
wo VE im reellen Falle positiv ist und die Fortschreitungsrichtung der be- 
liebigen Hauptkreiskurve im Sinne des wachsenden Parameters u festgelegt vst. 

Der Satz kann z. B. auf Rotationsflächen angewendet werden; 
wenn diese durch die Gleichungen 

z=p(u)cosv; y=P(u)sinv; z2= g(u) 
gegeben sind, so sind die Parameter « = const. und v = const. ein System 
von Hauptkreisparametern. Denn die Meridiankurven v = const. sind 
Hauptkreiskurven und die Breitenkreise dazu die sphärischen Orthogonal- 
kurven. Hier lauten die Formeln der allgemeinen Theorie 


du VG, da _ -—oV6, 


„er. > A Sie 
dv tga’ dv ou ° u. 


Daher wird 


sk Whunae HI a1 du ’ da ‚nn m! 
— 7 yqymean. tgesen, =qgg csa—g gcosa=t. 


*) Vgl. z.B. Scheffers, a. a. O., IL, S. 443. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft. 
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Demnach ist auf Rotationsilächen für irgendeine Hauptkreiskurve: 
g’ sin a = const. 


Endlich finden wir auch zu den geodätischen Polarkoordinaten hier 
eine Analogie. Läßt man nämlich eine Schar von x! Hauptkreiskurven 
von einem Flächenpunkte, etwa dem, in dem die z-Achse die Fläche durch- 
dringt, ausgehen, so besitzt dieser Punkt den einen Pol der @außschen 
Kugel als sphärisches Bild. Die von dem festen Punkt ausgehenden 
Hauptkreiskurven haben als sphärische Bilder die Meridiane der Kugel 
und die Breitenkreise entsprechen den sphärischen Orthogonalkurven, Man 
erkennt die von Bonnet eingeführten Parameter: Meridiankurven und Kurven 
gleicher Polhöhe wieder *). 

Genau wie auch die geodätischen Polarkoordinaten nur in einzelnen 
Fällen von Nutzen sind, lassen sich auch die Meridiankurven und Kurven 
gleicher Polhöhe nur bei einigen Problemen mit Vorteil verwenden. Enneper 
warnt mit Recht vor einer Überschätzung bei der Wahl dieser Kurven 
als Parameterlinien. 


6. Über die Flächen, auf denen die Krümmungskurven zugleich Hauptkreis- 
kurven sind. 


Es sei du=0 eine Schar der Krümmungskurven, die zugleich 
Hauptkreiskurven seien. Dagegen sei dv= 0 die zweite Schar der Krüm- 
mungskurven, ohne daß diese zugleich Hauptkreiskurven zu sein brauchen. 
Dann ist nach (4.) &&,= 0, also entweder 


== Mo). 


worin f(v) eine Funktion von v allein ist, oder ® = 0. 

Wenn ® = 0 ist, so fallen die Krümmungskurven mit den Kreispunkt- 
polarkurven zusammen. Diese Eigenschaft besitzen aber nur die Kugeln, 
auf denen jede Hauptkreiskurve zugleich Krümmungskurve aber nicht 
umgekehrt ist, und die abwickelbaren Flächen. Von beiden Fällen soll 


abgesehen werden. 


*) Bonnet, Journal de Mathe&m., Ser. II, t. 5 (1860). — Enneper, Über Flächen 
mit besonderen Meridiankurven. Abhandlungen der K. Ges. d. Wiss., Göttingen, Bd. 21. 
1882. — R. v. Lilienthal, Enzyklopädie der Math. Wissenschaften. II D 3 Nr. 41. 
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Dann folgt aus der Fundamentalgleichung 


ö 7 er ?® 
u 8 VO 5 


dab im 0 ist, also R, und @ nur Funktionen von v allein sind. 


Nun sind aber die Kurven u = const. geodätische Kurven, wenn 
| FG,—2GF, +66, = 0 
ist. Diese Bedingung ist hier für alle Werte von v erfüllt. Daraus folgt 
der Satz: 

Ist eine Schar von Krümmungskurven zugleich eine solche von Haupt- 
kreiskurven, so ıst sie auch eine Schar von geodätischen Kurven, also auch 
von ebenen Kurven der Fläche. 

Umgekehrt erkennt man unmittelbar geometrisch, daß eine ebene 
geodätische Kurve, da Flächennormale und Kurvennormale zusammen- 
fallen, einen Hauptkreis als sphärisches Bild besitzen muß, also zugleich 
Hauptkreiskurve ist. 

Eine ebene geodätischa Kurve ist zugleich Krümmungskurve und 
Hauptkreiskurve. 

Demnach fällt die Frage nach den Flächen, auf denen eine oder 
beide Scharen von Krümmungskurven zugleich Hauptkreiskurven sind, 
zusammen mit der Frage nach den Flächen, auf denen eine oder zwei 
Scharen von je ' ebenen geodätischen Kurven vorhanden sind. 

Ist dies für zwei Scharen der Fall, so folgt, da @ und ® nur von, 
dagegen E und & nur von w abhängen, daß sich durch geeignete Wahl 
von Funktionen der Parameter die Linienelemente der Fläche bzw. der 
Gaußschen Kugel auf die Form bringen lassen: 

ds®’= du +dvY, d?=du+ dv, | 
d. h. die Kurvensysteme sind isothermisch und äquidistant. Auch die Um- 
kehrung ist, wie unmittelbar ersichtlich, richtig. 


7. Bestimmung aller Flächen, auf denen die Minimalkurven zugleich 
Hauptkreiskurven sind. 


Da die Kreispunktpolarkurven zu den Hauptkreiskurven und die 
Minimalkurven zu den geodätischen Kurven zu rechnen sind, so können 
auf einer Fläche sämtliche Hauptkreiskurven nur dann mit sämtlichen 
geodätischen Kurven identisch sein, wenn die Kreispunktpolarkurven zu- 
25" 
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gleich geodätische Kurven und die Minimalkurven zugleich Hauptkreis- 
kurven sind. Die erste Frage habe ich in einer anderen Arbeit*) erledigt. 
Dort ergab sich, daß auf jenen Flächen 
R; 
B,+R, = const. 
sein muß. Es bleibt die zweite Frage zu beantworten. 
Die Bestimmung der Flächen will ich nach einem schon in jener 
Arbeit angewendeten auf R. v. Lilienthal zurückgehenden Verfahren auch 
hier durchführen. 
Eine beliebige Kurvenschar 
Adu+Bdv=0 
ist eine Schar von Hauptkreiskurven, wenn die Bedingung erfüllt ist **) 
6) 3B-6A4A 5A- EB 
4) uVER-2yAB+ GR ' HyEM_2FAB:GE 
Wählt man als Parameterlinien der Fläche die Krümmungskurven, 
setzt also M = F=0, so werden die Fundamentalgrößen der Gaußschen 

















Kugel: 
I? 
En A 
I- 7 
Danach nimmt (6.) die Form an 


ö GR,A ö 
() === +: 39 — (0 
Ou R,VEB:R2 + GAR: vRVEBR?+GAR: 


Sollen die beiden Scharen der Minimalkurven zugleich Hauptkreis- 














kurven sein, so Ist j 
VEdu+tiVY@dv= 0 

zu setzen. Dann wird aus (7.) 
9 RVG 

OU R,VR? —R:? 
6) R,V@ 6) 
Fehl u up nn a ne 2 (0) 
Ou RVR?—R:? 


(8.) 








0 RVRE RE 
Addiert und subtrahiert man beide Gleichungen, so folgt 


R,VE 
Be _ le), 





*) Zur Theorie der Kreispunktpolarkurven. Dieses Journal, Bd. 137, 1910, 
S. 145 ff. 

**) Vgl. z.B. Bianchi. Vorlesungen über Differentialgeometrie. Deutsch von 
Lukat (1899), S. 150. 
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wo f‚(v) bezw. f,(uw) Funktionen von v bezw. w allein bedeuten. 
Eliminiert man VE und Y@ mit Hilfe der beiden Fundamental- 
gleichungen: 








OlogV Er BR, OR, 
or RR, —R) ’ 
(9.) . | 
OlgVG _ _Rı _ OR, 
. u . RR, — 2) Ou’ 


so erhält man nach einfachen Umformungen 
A RlrHR)_g, 8 Bl + R)_ 
ou R, OV R, 

Hier darf keiner der Krümmungsradien unendlich werden, das heißt 
die Fläche darf nicht abwickelbar sein. Auf abwickelbare Flächen wird 
noch zurückzukommen sein. Weiter sind die Flächen auszunehmen, auf 
denen R? — RZ = 0 ist, d. h. Kugeln und Minimalflächen. In beiden Fällen 
sind die Minimalkurven identisch mit den Kreispunktpolarkurven, also 


0. 





0; 


auch Hauptkreiskurven. 


Im allgemeinen erhält man 


R,(R, r R,) _ y: su 1 ee + R, = U 
. Sie Ir: 


wo wieder V bzw. U Funktionen von v bzw. u allein bedeuten. Die 
Krümmungsradien werden 


PRFNE ı AERO ERP AB (A000 
 YU+VYV ‚U-+-V1 
wofür man durch geeignete Wahl von Funktionen der Parameter schreiben kann 
ur v vru 
m +’ m +v' 


Wäre die Fläche eine Weingartensche, so müßte, wie im nächsten 
Abschnitt gesondert gezeigt wird, eine der Funktionen U oder V konstant 
sein. In diesem Falle ist die hier durchgeführte Wahl der Parameter 
nicht zulässig. Deshalb sind zunächst Weingartensche Flächen auszuschließen. 

Weiter berechnet man mit Hilfe der Fundamentalgleichung E und 
@ und findet 


ölogVE__ u o+u, OlglG 1: 


O% w—u Öv . ou — wW"— ou. 
Daraus folgt 


(10.) 





188 Neuendorff, über die Hauptkreiskurven auf einer Fläche. 


wo y(u) und y(v) Funktionen von u und » allein bedeuten. 
Diese Werte müssen noch die dritte Fundamentalgleichung 


_VEG_ (1 aV6\, @ (1 ov® 
R,R, Ou\yE du Ov\yG 9v 


erfüllen. Setzt man noch 


1 


so erhält man durch zweimaliges Differenzieren nach u bzw. v in längerer 
Ausrechnung, die hier übergangen werden kann, für U und V die Be- 
dingungsgleichungen 
| W307 WW HEUT WW — 8-0, 
17” 5-39’ +3’ —48=0. 

Das Ergebnis ist also: 

Außer auf Kugeln und Minimalflächen sind die Minimalkurven zu- 
gleich Hauptkreiskurven auf den Flächen, deren Fundamentalgrößen sind 


(11.) 


1 v—u ‚_1 u-v, 
u Fre, F= 0; (= u+v’ 
1 v—u 1 u— v 
ie Diet Zw 


Hier sind U und V Funktionen von u und v allein, die den Gleichungen 


L= 


genügen müssen 
U’ —-3U’ WW +3 WW 8 = 0, 
v’—3V’*Y+3V’ !’—8=0. 
Abgesehen ist von abwickelbaren Flächen und von Weingartenschen Flächen. 


8. Die Weingartenschen Flächen, auf denen die Minimalkurven zugleich 
Hauptkreiskurven sind. 


Besteht zwischen R, und AR, eine Relation, so ist 


=. 


Aus (9*.) folgt 
OR _ R: OR,, OR, _ R: OR, 
du RR, +2R) u’ Gb RuR,+aR) W’ 
so daß die Determinante den Wert erhält: 
OR, OR, AR+R? _, 
ou Ov 2(R,+R,”’+R,R, 2 
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i R FRE ii oR 
Sieht man wieder von Minimalflächen ab, so muß entweder — " =0 oder 


ou 
> = (0 sein. Durch Vertauschung von u und v geht die eine Bedingung 
in die andere über. Wir setzen etwa = = 0, dann ist auch de = (0, 


so daß die Hauptkrümmungsradien nur Funktionen von u sind. Nach (9*.) 


muß folglich 
R(R, + R,) 


— (d = const. 
R, 


sein. 

Statt u werde, ohne die Parameterkurven zu ändern, der Haupt- 
krümmungsradius R, als neuer Parameter eingeführt und gleich 7 gesetzt. 
Dann ist also 


Nach der ersten Fundamentalgleichung ist VE = U, einer Funktion 
von u allein, während die zweite liefert 


ölel 1ı 908 — 
Eu he ” = — logY2r— a 


2r-adu du 
und folglich 
VG=VV V2r—a, 
wo V eine Funktion von » allein ist. 
Jetzt läßt sich nach der dritten Fundamentalgleichung noch E be- 


stimmen. Man erhält nämlich 


BE RE ER. ER. 
tr? VEV2rt—-a9t \VEVPtT-a) 


Da auch E nur eine Funktion von r ist, so kann man hierfür schreiben 
a— 2r 1 
er) (Fr a) 


E= 





woraus folgt 
2 
@r—a)(a—2r+ar)’ 
hier ist « die Integrationskonstante. 
Das Linienelement der Fläche erhält, wenn man noch V dv’ = + dv} 


setzt, die Form 


2 


= lee ler a)din. 


Da E, G, R,,R, und folglich auch Z,N nur Funktionen von z sind, 


(12.) ds? 
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während zugleich M= F= 0 ist, so sind die fraglichen Flächen Rotations- 
flächen. Die Gleichung dieser Flächen soll noch ermittelt werden. 
Eine Rotationsfläche sei gegeben durch die Gleichungen 

TZ=ucosv, y=usinv, 2=p(u) 

mit dem Linienelement 

ds®= (1+ p”)du? + u?dv?. 

Soll diese Fläche mit der oben gefundenen identisch sein, so folgt aus (12.) 

udv” = (2T—a)dvi, oder einzeln 
(13.) d“ = tbdv, 2r—a=bu, 

wo b eine beliebige Konstante bedeutet. Demnach ist 

_ V2r-a, 

a 

Weiter folgt durch Vergleich mit (12.) 


| 2 En er 2 
EZ u (2r—a)(aT—2rT+ a) dt oder 
br? 
ar—2r+ta 
‚_ı/®(b-e) +2r—a 
a PEyrTar-drta " 

Die drei Konstanten sind voneinander abhängig; man setze die ge- 

fundenen Werte in die Gleichung 

Ele 
- p 


(14.) 








1+p” = 


’ 











ein. Dann erhält man 
”(b—e)=0, d.h. es ist 
b=«a, so daß aus (15.) wird 


= V- L Aal und 
:—2r+ra 








(15°.) 
oder endlich 


16. ie le ee 
Rn. i Vb(br—2r+ a) 


Aus (15°) folgt, daß die Fläche für 2r—a=0, also für uv=0 
einen kleinsten Parallelkreis besitzt. Die folgenden drei Fälle sind zu 
unterscheiden. 











Neuendorff, über die Hauptkreiskurven auf einer Fläche. 


I. ab—-1l=0. 
Es wird 


Ein größter Parallelkreis ergibt sich aus bT’—27+a=0 oder in 


diesem Falle br—1=0; = 1, Man lege die (x,y)-Ebene durch den 


b 
Punkt der z-Achse, ın dem 7 = 5 = = ist. Es wird 
’ de 1 a 
2b 
a 5 (2 +y)+1 - 
Hierin ist noch 7 = - 5, zu Setzen. Verfolgt man die 


Schnittkurve im positiven Viertel der (x, z)-Ebene, so sieht man, daß sie 
mit horizontalem Verlauf im Punkte = 0, z2=0 beginnt und mit verti- 


kaler Asymptote im Punkte 7 = m also x = n sich ins Unendliche er- 
streckt. 

II. ab—-1>0. 

Ein größter Parallelkreis ist nicht vorhanden. Die (x, y)-Ebene 
werde genau so gelegt wie oben. Es .wird 


T dr 
= En , 
I Vbhr—2ı+a) 


2 





br—1+VbVbr —2r+a 
(18.) z u + b log u ar ur ab — 1 er . 
Hierin ist für 7 derselbe Wert wie oben zu setzen. Das Wurzelzeichen kann 
immer positiv vorausgesetzt werden. Da man (18.) auch so schreiben kann 
el (br—1)+V(br— 1% +(ab—1) 
re Be rg Fre 


so ist in unserm Falle das Argument stets positiv, also für alle Werte 











von z ein reelles z vorhanden. Im positiven Viertel der (z, 2)-Ebene 
erstreckt sich die Kurve wieder horizontal im Punkte 2=0, z=0 be- 
ginnend ins Unendliche, für = x ist auch z2= x. 

III. ab— 1<O. 


Hier erhält man größte Parallelkreise für 


in an +VI-ab). 
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Legt man die (x, y)-Ebene diesmal durch solch einen größten Kreis, 


so erhält man 
! dı 
y/ = ee an u an een ” $) 
1; VobR—2r+a) 


‚axyimab) 
br—ı1+ Nö —2r to) 
+V1-ab 
Die Formel kann man auch so schreiben 
1 (br—1) + V(br— 1) — (1— ab) 
z= + leg — 35 
Aa +V1-ab 
daher gilt das positive Vorzeichen im Nenner, wenn bz—1>>0, das 
negative, wenn br—1<Z0 ist. 
Bei positiven Vorzeichen beginnt im positiven Viertel der (z,z)- 
Ebene die Kurve senkrecht aufsteigend im Punkte 


(19.) = + - log 





2 = V2(1+Vı—ab)—ab 
und erstreckt sich mit wachsendem x ins Unendliche. Einen kleinsten 


Parallelkreis besitzt die Fläche nicht, da für 7 = 5 der Ausdruck br — 1 
3} 


g RE Dr 
Nimmt man dagegen das negative Vorzeichen, so beginnt jene 
Kurve zwar auch senkrecht aufsteigend im Punkte 


ze - v2 Vı-— ab) —ab, 


x < 0 wird. » 


aber sie nähert sich mit abnehmendem x der z-Achse und endet in hori- 
zontalem Verlauf im Punkte = 0. Die Rotationsfläche ist also im End- 


lichen geschlossen. 

Also hat sich ergeben: 

Neben der Kugel und den Minimalflächen, auf denen die Minimal- 
kurven mit den Kreispunktpolarkurven zusammenfallen, sind die einzigen 
Weingartenschen Flächen, deren Minimalkurven zugleich Hauptkreiskurven 
sind, diejenigen Rotationsflächen, auf denen zwischen den Hauptkrümmungs- 
radven die Beziehung besteht 

R,(R, + R,) 
| R, 
Ist ab=1, so kann man die Gleichung der Fläche auf die Form bringen 


— const. 
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:=I r log [2(1— br], 


dagegen, wenn ab >1 ist, auf die Form 
1 br—1+Vb(b—2r+a 
= 2,1 — ae 2 
und wenn ab<-1 ist, auf die Form 
br—1+Vbb—2r-+a) 
en; 
Hier sind a und b beliebige Konstanten, und es ist 


z=H+ 1. log 


_bäry)+a 
2 
zu setzen. 
Die Gleichung der Minimalkurven 
VEdt +iVGdv,=0 
lautet auf diesen Flächen 
rVb 
(27 — ayVbr—2r+ta 
Durch Integration erhält man 


1 (bu? + ab— 2 + bVa? + 2u? (ab— 2) + b? u‘) 
Z e an a tn EA ER En Fi —— + tv = const. 
2 a?b + (ab — 2)bu? + abVa? + 2u?(ab— 2) + b?uf 


dt+idv=0. 





log 


9. Bestimmung aller Flächen, auf denen die geodätischen Kurven mit den 
Hauptkreiskurven identisch sind. 


Der Fall, daß die geodätischen Kurven mit sämtlichen Hauptkreis- 
kurven ıdentisch sind, kann zunächst eintreten, wenn die Minimalkurven 
mit den Kreispunktpolarkurven zusammenfallen. Andernfalls müssen erstens 
die Kreispunktpolarkurven zugleich geodätische Kurven sein; dann aber 
ist, wie ich in der S. 186 zitierten Arbeit gezeigt habe, die Fläche eine 


Weingartensche, auf der 
Rn: 
R, y“ R, 


ist. Zweitens müssen die Minimalkurven zugleich Hauptkreiskurven sein, 


(20°.) = 4 = const. 


eine Eigenschaft, die, wie oben gezeigt, nur denjenigen Weingartenschen 


Flächen zukommt, auf denen 


(20°.) or Mr) _ B = const. 
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Auf der Kugel fallen die Minimalkurven mit den Kreispunktpolar- 
kurven zusammen; außerdem sind nur noch die größten Kreise geodätische 
Kurven, aber auch zugleich Hauptkreiskurven. Daher erfüllt die Kugel 
die gestellte Bedingung. 

Auf den Minimalflächen fallen ebenfalls die Minimalkurven mit den 


Kreispunktpolarkurven zusammen. Da 
G=—-KE und 6=—K@G 
ist, so sind die Kurven Adu+ Bdv=0 Hauptkreiskurven, wenn 
Ö AGVK Ö BEVK 
OuVEB +GA: OvVEB+Gk 
dagegen geodätische Kurven, wenn | 
Ö AG Ö BE 
du VEB +04: 80 VER: +G&' 
ist. Sollen beide Gleichungen zusammen bestehen, so folgt 


3VK 3VK 
br TEN Der Te 





0. 


Diese Gleichung soll für alle Wertepaare A, B erfüllt sein. Da 
nicht gleichzeitig E=@=0 sein kann, — dann wäre ja die Fläche die 
abwickelbare Tangentenfläche einer Minimalkurve, die sicher keine Minimal- 
fläche ist, — so muß K = const. sein, d.h. beide Hauptkrümmungsradien 
sind konstant. Diese Eigenschaft besitzen nur Kugeln, Rotationszylinder 
und Ebenen, von denen aber nur die Ebenen Minimalflächen sind. In 
der Ebene ist jedoch jede Kurve eine Hauptkreiskurve, dagegen nur jede 
gerade Linie eine geodätische Kurve. Daher gibt es überhaupt keine 
Minimalflächen der verlangten Art. 

Ausgenommen waren noch die abwickelbaren Flächen, von denen 
nach Abschnitt 2 sicherlich keine die gestellte Bedingung erfüllt. 

Endlich bleibt noch die Möglichkeit, daß die Gleichungen (20*.) 
und (20°.) bestehen. Im allgemeinen sind dies zwei Gleichungen für die 
zwei Unbekannten R, und R,, deren Auflösung folglich konstante Werte 
für die Hauptkrümmungsradien liefert. Dieser Fall ist bereits erledigt. 
Es könnte aber auch die eine Gleichung identisch bestehen, wenn man 
einen Wert der Unbekannten aus der zweiten Gleichung einsetzt. Diese 
Substitution ergibt z. B. 

RE —bR,+ab=0. 
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Soll diese Gleichung für jedes R, identisch bestehen, so müßte a= x, 
b=0 sein. Das führt auch nur auf die bereits erledigten Fälle zurück. 
Also ist das Ergebnis: 

Die Kugel ist die einzige Fläche, auf der die sämtlichen Hauptkreis- 
kurven zugleich geodätische Kurven sind. 

Es sei noch bemerkt, daß unsere Frage ıdentisch ist mit der Frage 
nach den Flächen, die sich geodätisch auf die Kugel abbilden lassen, 
wenn zugleich die Tangentialebenen entsprechender Punkte parallel sind. 


10. Bestimmung aller Flächen, auf denen die Asymptotenkurven zugleich 
Hauptkreiskurven sind. 


Genau wie oben sollen die Flächen bestimmt werden, auf denen 
die Asymptotenkurven zugleich Hauptkreiskurven sind. Da die Methode 
nichts Neues bietet, sollen hier nur die wichtigsten Ergebnisse mitgeteilt 
werden. 

Sind wieder die Krümmungskurven Parameterlinien, ist also M=F=0, 
so lautet die Gleichung der Asymptotenkurven 

VLdu +iVNdv =0. 
Diese sind Hauptkreiskurven, wenn 
a VEN ,a RE _ 
ou YR,VR—R, 9v VRVR,—R, 
ist. Von abwickelbaren Flächen muß abgesehen werden; auf diesen 


0 


fallen die geradlinigen Erzeugenden mit den Asymptotenkurven und den 
Kreispunktpolarkurven zusammen, genügen also der Aufgabe. 


Da L=-# und N=- ist, so folgt durch Addition bzw. Sub- 


R, R, 
traktion : 
RG RE _,, 
R, VRR, = },(); RVR,—R, = (u). 
Mit Benutzung der Fundamentalgleichungen erhält man hieraus 
ae SE. Bi | 
BR vr - A U, und folglich 


R=\#7.V, R=\V.D. 
Wieder kann man neue Parameter, ohne die Parameterlinien zu ändern, 
einführen, so daß 
(21.) R=wro, R=uV 
wird. Weiter erhält man aus den Fundamentalgleichungen 
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(22.) VE = y(u) V® — u; VG = w(v) Yu? — v?. 
Diese Werte müssen auch die dritte Fundamentalgleichung erfüllen. Setzt 
man sie ein und differenziert zweimal nach u bzw. v, so bleibt 
U”’W +30" WW —- 30 W—-48=0, 
vv +3V’% —-3V’ 8-0, 
wo U=— r und V=— E gesetzt ist. 


: 
Danach ıst das Ergebnis: 


Außer auf abwickelbaren Flächen sind die Asymptotenkurven zugleich 
Hauptkreiskurven auf denjenigen Flächen, deren Fundamentalgrößen sind 


Hier sind U und V Funktionen von u bzw. v allein, die den Gleichungen 
genügen müssen 

U”’wW +30’ WW —3UW—48 = 0, 

Vv’”" +39’ —-3V’ ’—8=0. 
Abgesehen ist von Weingartenschen Flächen. 


11. Bestimmung aller Weingartenschen Flächen, auf denen die Asymptoten- 
kurven zugleich Hauptkreiskurven sind. 


Soll ein Krümmungsradius eine Funktion des andern sein, so muß 


die Funktionaldeterminante verschwinden: 
oR,oOR,_8RoR_ |, 
ou O0 80 dur - 


In unserm Falle ist aber 
OR, R, OR, OR,_ R, oR, 
du 3R, ou’ 3R, Ov’ 
OR, OR, 
eu 9v 
iM ; 


Also ist entweder — = 0 oder a. 0, Durch Vertauschung von w und 


v geht die eine Annahme in die andere über, so daß es genügt, die eine 


so daß 


—=( sein muß. 


weiterzuverfolgen. Ich setze 


Ov 


d. h. gleich einer Funktion von «u allein. Unmittelbar folgt, daß auch R, 
eine Funktion von « allein sein muß, und daß demnach 


-0; R=Hu), 
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wo 


Ri _1 
R en const. 
1 
ist. 
Als neuer Parameter werde der zweite Krümmungsradius selbst 
benutzt und zur Abkürzung gesetzt 
BRu=7 R=ar; 
dann liefert die zweite Fundamentalgleichung 
o log VG 0 log Va: 1” —1 
ou u i 
d. h. 


VG =YVV Ya —-1ı, 
wo V eine Funktion von » allein ist. 
Aus der dritten Fundamentalgleichung folgt jetzt 


ı)= (re ı) 


(a? +1)(a®—1)' 
Hierin ist « die Integrationskonstante. 


also 
E = 


Das Linienelement der Fläche hat die Form: 


nd a? ı’ 2 | Wi 2 
(23.) ds = (a7: + 1)(ar: ze; dt a m (at l) dv, 


wenn V dv’ = + dvi gesetzt wird. 

Die Fläche ist eine Rotationsfläche, da E,@, R,, R, und demnach 
auch Z und N Funktionen von z allein sind, während M = F = 0 ist. 

Wieder sei die Rotationsfläche durch die Gleichungen 

Z=Uu cost; y=u sinv; 2=P(u) 
gegeben mit dem Linienelement 
(24.) ds®®—= (1+ p”) du’ + wd. 
Vergleicht man mit (23.), so folet 
“dv = + (at — 1)dv); 
d® = +bdv; br =ar—|]; 


/aı? —] /b u? +1 
(25.) en ) b r r= / a - ö 


wo b irgendeine Konstante bedeutet. 
Weiter liefert der Vergleich von (23.) und (24.) 
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a? 


(a1? +1)(ar®—1) de’ 


(1+9pP")du = 





 d-o)®—-1 
B ..,. ‚Mögen 


Um die zwischen den drei Konstanten bestehende Beziehung zu 
ermitteln, setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung 





ein und erhält 


Demnach wird schließlich 


A: ne 


Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
l. b-a=0. 
Man lege die (z,y)-Ebene durch den Punkt der z-Achse, in dem 








= v4, u=0 ist; dann ist 


Die Fläche ist ein Rotationsparaboloid. 
I. b—-a>0. 


Man lege die (x, y)-Ebene durch den Punkt der 2-Achse, in dem 


— .-1-, ——— ist; dann ist 
7 ar a Vb-a)r+1 
= d y, nnd ’ 
u vlo-+H) Mm a-b 
V 1 
a—b 
2? B et „= 














@ —,—,— 

— b)?" 
Gibt man a und (a —b) ra und „ea Vorzeichen, so erhält man 
die übrigen Rotationsflächen zweiten Grades. 
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Es hat sich also ergeben *): 
Die einzigen Weingartenschen Flächen, auf denen die Asymptoten- 
kurven zugleich Hauptkreiskurven sind, sind die Rotationsflächen zweiten Grades. 
Die Gleichung der Asymptotenkurven selbst wird auf diesen Flächen 
Pb +tidv=0, 
(a —1)Vb-a)® +1 
wofür man durch Integration erhält: 
1 (b— a)u? 
2 ®o-aw+2 





lo + iv = const. 


12. Über die Abbildung von Flächen aufeinander, bei der Hauptkreiskurven 
in Hauptkreiskurven übergehen. 


Wieder soll, wie immer, von den Tangentenflächen der Minimal- 
kurven abgesehen werden. Dann kann man zwei Flächen so aufeinander 
abbilden, daß den Hauptkreiskurven der einen Fläche die der andern ent- 
sprechen. Dabei kann der Fall eintreten, daß nur einer Schar der Kreis- 
punktpolarkurven der einen Fläche eine Schar derselben Kurven auf der 
andern Fläche entspricht. Das soll zunächst einmal ausgeschlossen sein. 
Es sollen also entweder beide oder keine Scharen dieser Kurven einander 
entsprechen. Dann kann man auf den zugeordneten Flächen als Para- 
meterkurven zwei Scharen wählen, deren sphärische Bilder beide zugleich 
orthogonal sind**). Werden die Fundamentalgrößen der @außschen Kugel 
mit €,%,& bzw. €,3,© bezeichnet, so wäre also $=%=0 zu setzen, 
und die Winkelelemente der Flächen erhalten die Form: 

dp? = Edu? + Gdv?, dp? = Edu?+ Gdr. 

Jetzt erhält man für unsere Abbildung genau die entsprechenden 
Ergebnisse, wie sie für die geodätische Abbildung bekannt sind ***). 

Aus der Identität der beiden Gleichungen für die Hauptkreiskurven, 


deren eine, wenn « und v als Funktionen eines Parameters t aufgefaßt 
werden, lautet 


*) Daß die sphärische Abbildung einer Schar von Asymptotenkurven auf 
Regelflächen eine Schar größter Kreise ist, zeigte schon Lelieuvre, „Sur les lignes 
asymptotiques et leur representation spherique‘‘; Bulletin des sciences math@matiques, 
2. XII. 1888. Dort wird übrigens auch auf Koenigs verwiesen. 

**) Vgl. meine Diss. über Kreispunktpolarkurven. Kiel 1908. S. 14. 


***, Man vgl. z.B. Scheffers, a.a. O. II, S. 417 ff. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. 27 
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(26.) 





während in der zweiten die überstrichenen Fundamentalgrößen zu setzen 
sind, folgt unmittelbar 











Bei der einfachen Umrechnung dieser Gleichungen hat man zwei Funk- 
tionen U und V von u bzw. v allein einzuführen. Der Fall U=0 oder 
V=0 ist auszuschließen. Dann wäre nämlich € oder & gleich Null, 
d. h. die Fläche entweder abwickelbar oder Tangentenfläche einer Mini- 
malkurve. 

Ebenso soll einstweilen die Beziehung U— V =0O.0der U = V = const. 
unberücksichtigt bleiben ; darauf wird weiter unten zurückgekommen werden. 

Dann erhalten die Fundamentalgrößen die Werte 


G=uWU-N; E=-HU-N, 


6=A()(U—V); 
so daß die Winkelelemente im allgemeinen Fall die Form besitzen 
dy" = (U — V)(u(u)dw + A(v)de?), 
er 1 1N/(u(u) 4(v) 
dp? = Y —_— 7) (ir du? - E 4 der). 
Setzt man Yu(u)du= du, und YA(v)dv= dv, und schreibt noch — V statt 


V, so erhält man 
dy”=(U+YV)(duj + dv), 


Hl) 


Übrigens läßt sich auch dy? auf dieselbe Form bringen wie dy?; 
man braucht nur 





zu setzen. Dann folgt zunächst 


























Hierin setzt man weiter 


und erhält so die verlangte Form 


Man kann demnach diese Form des Winkelelements als charakteristisch 
für die gefundenen Flächen ansehen. 
Ist dagegen U = V = const., so wird 


also auch 


Hierin ist a irgendeine Konstante. 

Das Ergebnis läßt sich so zusammenfassen: 

Sollen zwei Flächen so aufeinander abgebildet werden, daß den Haupt- 
kreiskurven der einen die Hauptkreiskurven der andern entsprechen, und bildet 
sich dabei nicht etwa nur eine Schar der Kreispunktpolarkurven der einen 
Fläche wieder als eine solche der andern Fläche ab, so sind zwei Fälle möglich: 

1. Die Winkelelemente unterscheiden sich nur durch eine Konstante 


2. Die Winkelelemente können zugleich auf die Formen gebracht werden 
(27.) 


U und V sind Funktionen von u bzw. v allein. Abgesehen ist von abwickel- 
baren Flächen. 
Im zweiten Falle läßt sich die Gleichung der Hauptkreiskurven 
leicht in endlicher Form angeben. Sie lautet zunächst 
(U’v’ — V’u’)(w? + vo”) +2 (U + W)(u’v” — vu”) =0. 


Durch einfache Umformungen*) erhält sie die Form 


wo a und b beliebige Konstanten bedeuten. 


*, Vgl. Scheffers, a. a. O., II, S. 423. 
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dg® = ( - u m) (du? + dı2). 


‚ 


V V, und 7 =—lU, 


dg®= (U, + V,) (du? + del). 


E= a’E und G= a6, 


dy? = a’dy*. 


dy=ady; 


| dy’=(U+YV)(du+ def), 


#--G+NT-F 


a de nn 
VU-a rer” | 
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Als Beispiel seien auch hier die Rotationsflächen erwähnt. Ihre 
Gleichungen seien 
z=p(u)cosv; y=plu)sinv; z=glu), 
dann sind die Fundamentalgrößen der G@außschen Kugel 


y' n 
r: 3=0; 6=g”, 


und das Winkelelement wird 
Setzt man 


so wird daraus 
dy?’ = g” (dui + dv). 
Hier ist also 
U=g";, V=0, 
und die Gleichung der Hauptkreiskurven lautet 


f Mu 


oder, wenn man noch für du, seinen Wert setzt, 





Diese Gleichung stimmt aber bis auf die Bezeichnungen mit der auf S. 181 
gefundenen überein, so daß das Resultat wird: 


wo a, = — Vab und - — b, gesetzt ist. 


13. Spezieller Fall der Abbildung zweier Flächen aufeinander mit gleichem 
Winkelelement. 

Als einfaches Beispiel zu den soeben erwähnten Abbildungen mögen 
zwei Flächen betrachtet werden, welche die gleichen Fundamentalgrößen 
der Gaußschen Kugel besitzen, mit anderen Worten also auch dieselbe 
sphärische Abbildung. Hier ist 

E=6&; s= 5; G6=6. 
In einfachster Weise ist diese Bedingung zu erfüllen, wenn 
L N 


u A 
ITmMN 
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gesetzt wird. Dieser Fall läßt sich sofort erledigen. Die Abbildung ist 
nach Stäckel*) konform-konjunktiv. 
Es sei 

E=iE; F=1iF;, G=46: 

L=oL; M=oM; N=oN; 
dann folgt aus C= & unmittelbar 

= 0". 

Da die Krümmungskurven beider Flächen einander entsprechen, so können 


sie als Parameterkurven gewählt werden. In diesem Falle ist 


R = ei oR, und R,= oR.. 


4 


Drückt man aus, daß auf beiden Flächen die Fundamentalgleichungen 
gelten müssen, so erhält man 


oVE_ 1 Ben "1 Gm, R, 60 
adR olk,—-R) 9v  (R,—R,) 9v r R,—R,ov’ 
oVd 1 0 R, 6 
ÖuR, RR, öu " Rı—R, öu’ 
und mit Berücksichtigung der gegebenen Fläche 
R u —( BR 00 — (0 
BEE, 2" 


Den Gleichungen kann zunächst durch o= const. genügt werden. Die 
Abbildung ist eine einfache Ähnlichkeitstransformation, bei der entsprechende 
Punkte «,v ineinander übergehen. 

Außerdem kann auch noch einer der Krümmungsradien Null oder 
unendlich sein. 

Ist RR=0 aber R,+0, so ist auch E=E=0 und folglich 
EG—- FF=0 und EG— F?=0. Beide Flächen sind die abwickelbaren 
Tangentenflächen von Minimalkurven, bei denen von sphärischer Abbildung 
nicht gesprochen werden kann. Dasselbe gilt von den Nullkugeln, auf 
denen RR=R,=0 und zugleich R, = R,= 0 wäre. 

Ist RR=w aber R,+w, so ist auch RR=»x. Weiter muß 
L=L=0 und folglich LN— M’=0 und LN—-M?=0 sein. Beide 
Flächen sind abwickelbar. Hier bleibt 

do . 

OV 
*) P. Stäckel, Beiträge zur Flächentheorie II. Berichte d. math.-phys. Kl. d. K. 
Sächs. Ges. d. Wiss. Leipzig. Bd. 48. (1896.) 
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d. h. o ist eine Funktion o(w) von u allein. Umgekehrt würde R, = 
und R, + ergeben, daß o eine Funktion von ® allein wäre. 

Sind beide Krümmungsradien unendlich, so ergeben sich Ebenen, 
die aber immer dasselbe sphärische Bild besitzen. 

Sollen zwei Flächen konform-konjunktiv aufeinander abgebildet werden, 
so daß sie dieselben sphärischen Bilder besitzen, so wird diese Abbildung 
im allgemeinen durch eine Ähnlichkeitstransformation vermittelt, bei der ent- 
sprechende Punkte u,v «ineinander übergehen. Eine Ausnahme bilden die 
abwickelbaren Flächen. Sind diese auf Krümmungskurven als Parameter- 
linien bezogen und ıst der zu den Kurven v = const. gehörige Krümmungs- 
radius unendlich, so wird die Abbildung vermittelt durch die Gleichungen 

E=0°(uE; G@=0°(u)6; N=o(u)N, 
wo o(u) eine beliebige Funktion von u allein bedeutet. 


























14. Schlußwort. 


Die Flächen, deren Winkelelement die Form der Gleichung (27.) 
hat, verdienen eine eingehende Behandlung, die in einer. weiteren Arbeit 
durchgeführt werden soll. Ebenso sollen die Abbildungen der Nr. 12 weiter 
untersucht werden. 

Zugleich bieten sich die allgemeineren Fragen dar nach den Strahlen 
einer Kongruenz, deren sphärische Bilder Hauptkreise der Gaußschen Kugel 
sind. Im Anschluß an die neueren Arbeiten von G. Sannia*) dürfte die 
Behandlung dieses Problems keine Schwierigkeiten machen. 





In anderer Beziehung führt das Normalenproblem einer Fläche zu 
der folgenden Fragestellung. Gibt es Flächen und welche Eigenschaften 
besitzen sie, die durch eine starre Kurve so erzeugt werden, daß die 
Flächennormalen längs der starren Kurve konstante Drehungen ausführen ? 
Ein triviales Beispiel ist ein Zylinder, den man durch eine gerade Linie 
erzeugt. Die Flächen bilden eine gewisse Analogie zu den Translations- 
flächen. Auch diese Untersuchungen sollen an anderer Stelle erledigt werden. 

Endlich dürfte auch die Untersuchung der Abbildung zweier Flächen 
aufeinander, bei der Hauptkreiskurven in geodätische Linien übergehen, 
interessante Ergebnisse liefern. 

*), @. Sannia, Geometria differenziale delle congruenze rettilinee. Mathem. 
Annalen Bd. 68, S. 409ff. Daselbst auch weitere Literaturangabe. 








Über Reihenentwicklungen, welche aus speziellen 
Randwertproblemen bei gewöhnlichen linearen 
inhomogenen Differentialgleichungen entspringen. 


Von Herrn Emil Hilb in Würzburg. 


Während die Reihenentwicklungen nach den Eigenfunktionen sym- 
metrischer, reeller Kerne in den letzten Jahren in Anschluß an die grund- 
legenden Arbeiten von Aelbert und E. Schmidt nach den verschiedensten 
Richtungen hin untersucht wurden, hat man die Reihenentwicklungen, die 
zu unsymmetrischen oder komplexen Kernen gehören, fast völlig vernach- 
lässigt. Tatsächlich bedarf es bei letzteren Spezialuntersuchungen, da die 
beiden grundlegenden Theoreme, welche Konvergenz und die wirkliche Dar- 
stellung der zu entwickelnden Funktion sichern, wesentlich darauf beruhen, 
daß der Kern symmetrisch und reell ist. Aber dennoch lassen sich die Inte- 
gralgleichungen auch für Probleme der gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
welche auf komplexe oder unsymmetrische Kerne führen, mit Vorteil ver- 
wenden, um so mehr, als sich in Anschluß an die Untersuchungen von 
Kneser*) die tieferliegenden Konvergenzfragen, welche bei stärkerer Ein- 
schränkung der Voraussetzungen über die zu entwickelnden Funktionen 
auftreten, damit auch erledigen lassen. So habe ich in einer Arbeit**) 
gezeigt, wie sich die Integralgleichungen für die Reihenentwicklungen nach 
den Eigenfunktionen gewisser komplexer linearer Differentialgleichungen 
verwerten lassen, welche in der theoretischen Physik auftreten. Die 
a. a. Ö. gegebene Methode verwende ich jetzt zur Behandlung der beiden 
folgenden Probleme: 


*) Math. Ann., Bd. 60, 63. 
**, Math. Ann., Bd. 71. 
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1. Gegeben sei die Differentialgleichung: 
d 
L +4u=Kls). 


Man bestimme die Werte von A, für welche eine Lösung u(A,x) für = 0 


und x =1 vorgegebene Werte annimmt und es sei v(A,x) eine Lösung von 
dv(%) 


ir —iv=0; 


dann ist: 
1 
f v(l,2)ull,,2)de=0 oder +0, 
0 
je nachdem A, und A, verschiedene oder gleiche Eigenwerte sind. Man 


erhält durch diese Problemstellung die Frage nach der Entwicklung will- 
kürlicher Funktionen nach den u(A,,x) oder nach den v(},, x). 
2. Gegeben sei die Differentialgleichung: 


Lu) +Pu= + (1? +g(z))u=K(a). 


Man bestimme A so, daß eine Lösung u(4?, x) existiert, welche nebst ihrer 
ersten Ableitung für = 0 gegebene Werte annimmt, für welche überdies 
in &=1 eine gegebene lineare homogene oder nichthomogene Relation 
zwischen Funktion und Ableitung besteht, so daß also etwa 
hu (2, 1) — h,u()?, 1)=y. 

Als entsprechende Funktion v(4*, x) ist dann eine solche Lösung derselben 
Differentialgleichung zu wählen, welche in x=1 den Wert A,, deren Ab- 
leitung daselbst den Wert A, besitzt, bezüglich eine dazu proportionale 
Lösung. 

Um diese beiden Probleme zu behandeln, stelle ich zunächst in 
jedem die Greensche Funktion für beliebige Werte von A dar und leite 
aus dem Cauchyschen Satz ihre Partialbruchzerlegung her. Daraus 
ergeben sich dann leicht die Entwicklungstheoreme für zweimal stetig 
differenzierbare Funktionen, welche gewissen Randbedingungen genügen. 
Will man diese Bedingungen vereinfachen, so sind die Fälle, in denen 
einige von den gegebenen Konstanten Null sind, besonders zu betrachten; 
tatsächlich ist bei diesen die Verteilung der Eigenwerte eine ganz 
andere. Es werden in engem Anschluß an die erwähnte Arbeit von Kneser 
die Modifikationen der Entwicklungen untersucht, welche eintreten, wenn 
wir von den Randbedingungen bei den zu entwickelnden Funktionen ab- 
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sehen und nur voraussetzen, daß sie stückweise zweimal stetig differen- 
zierbar sind. 

Weitere Einschränkungen ließen sich bei einem Teile der Ent- 
wicklungen ebenfalls im Anschluß an Äneser machen, doch wird dies nicht 
durchgeführt. 

Es soll noch besonders hervorgehoben werden, daß die Reihen- 
entwicklungen des Falles III in Kap. I sich bei Herglotz*) in nur wenig 
veränderter Fassung finden, aber dort in ganz anderem Zusammenhang 
und von ganz anderem Standpunkte aus behandelt sind. 


Kap.1I. Differentialgleichungen 1. Ordnung. 
S 1. Aufstellung der Greenschen Funktion. 


Es sei p(z) eine im Intervalle O0 bis 1 von 0 stets verschiedene 
zweimal stetig differenzierbare Funktion, g(z) und Ä(x) besitzen in diesem 
Intervalle eine stetige erste Ableitung von beschränkter Schwankung, wobei 
jedoch bemerkt sein soll, daß wir in den meisten Fällen im folgenden mit 
der Annahme durchkommen könnten, daß K(x) bzw. die später in (13”.) 
zu definierende Funktion X(xz) im Intervalle von 0 bis 1 von beschränkter 
Schwankung ist; A und A, sind Parameter. Wir betrachten die beiden 
Differentialausdrücke: 


d 
(1.) L(u) = p(e) 2. u(@) + q(a)u(a), 
d 

(2.) A(v) = Z (ple)v @)) — q@)r (a). 

Dann erhält man durch partielle Integration die Identität: 
b 

(3.) S (wLiu) + uAw)) dr= [ple)u@)v@)]. 
Es sei jetzt w(A,x) eine Lösung der Differentialgleichung 

(4.) L(u+Au=K(e), 
v(A,x) eine solche von 

(5.) Aw) —ıiv=0, 


dann folgt aus (3.) 





6) uf Klerla,2)de+ en. 


v(4,,x%) sei eine Lösung derjenigen Differentialgleichung, welche aus (5.) 





*) Integralgleichungen der Elektronentheorie. Math. Annalen 65. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. 28 
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entsteht, wenn man A, statt 4 setzt. Durch abermalige Anwendung von 
(3.) erhält man 


(7.) (4, — ) [ ua,2)v(,,2)de = p(l)u(A,1)v(A,,1) 


— p(0)u(4,0)v(1,0)— / Kla)v(A,2)de. 
Es ist aber nach (6.) 
(8.) SKt)e(n,2)de= p(1)u(h,1)0(2,,1)—p(O)u(h,, 0)v(4,,0), 


wobei u(4,,x) eine Lösung von L(u) +4,u=0 ist. Also erhält man 
1 
(9) (h—A) / ua,2)o(h,2)da= p(l)v(A,,1)(u(4,1) — ul ,1)) 


0 
— p(0)v(A,,0)(u(R,0) — u(4,,0)). 
Es entsteht dann die Aufgabe, diejenigen Parameterwerte 4 zu be- 
stimmen, für welche (4.) eine Lösung u(x) besitzt, derart daß 
(10.) u(0)=y, vull)=T. 
Diese Werte von A, die Eigenwerte unseres Problemes, erhält man 
also als Wurzeln der Gleichung: 


(11.) anf Kara, 2)dz+ a = p(1)!'. 


Für Eigenfunktionen u(},x),u(4,,x), die zu verschiedenen Eigen- 


werten 4 und A, gehören, verschwindet die rechte Seite von (9.). 
Es ist nun keine Spezialisierung, wenn wir im folgenden stets 
(12.) P@)=1, g(@)=0 
setzen. In der Tat erhalten wir diese Spezialisierung, wenn wir statt « 
die Veränderliche 


2 d 
( 13.) L m f 22) ’ 
statt v() 





% q(z) 
_ zu 
Pe 


(13°.) v(z)= p(x)e ° v(z) = e*, 
statt K(x) 
Fig 


(13®,) | K(x)= K(z)e’ 


einführen. 
Wir sehen also, daß bei dieser Substitution die Form der Be- 


dingungsgleichung nicht geändert wird. 
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Unter Beibehaltung der Festsetzung (12.) definieren wir die @reensche 
Funktion V(A;x,$) durch folgende Eigenschaften: 
(a.) Sie genügt als Funktion von x der Gleichung (5.), d.h. es ist 


(14.) = —1V (i;2,8)= 0. 
(b.) Es ıst: 

(15.) VE —-0,9—- V(R;E+0,9)=1. 
(c.) Es ist 


(16.) [& (2) Vli;2,5)de+yV(1;0,8)= TV (i;1,8). 


Daraus folgt: 





(17) Viaa,d)=— u PEN WER SEE, 


3 
ST Koerde+y 
0 


e@-9 wenn z>E. 





(17®.) V(;2,d)=—-—; 
S Koe:de+y—eT 
0 


Setzen wir daher 





(18.) S Ke)ede+y—eT=-N(), 
0 
so genügt V(A;2,£) in bezug auf & der Gleichung 
AV (A;2,8) no _ KOer 
(19.) HU 
Ferner ist 
(20.) V(i1;2,2+0)—- V(;2,2—0)=1. 
a a 
(21.) Va;2,0)=—- m VY(i;2,1)= Na 


Unter Berücksichtigung dieser Eigenschaften folgt durch Eın- 
setzen in (3.): 
1 
(22.) Bh)S Vii;x,2) V(A,;y,2)de= V(A,;y,2)— V(i;y,2). 
0 


Setzt man speziell 4,= 0, und ist dieses kein Eigenwert, so erhält 
man für genügend kleine Werte von ‚A| die Reihenentwicklung: 


(23.) V(A;y,2) = V(0;y,2) + AV®(0;y,2) + AV ®(0;y,2)+ +++, wobei 
28* 
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(24.) V®(0;y,2) = uigr ji V(0;2,2)V(0;y,2)de = au V(;y, z)) 


Es genügt daher V®(0;y,z) gemäß dieser Definition in bezug auf 


y der Differentialgleichung: 


(2) . 
(25.) gan er Y(0;y,2)=0, 


in bezug auf z: 
A 
a) TOR ya) 


i= 0 
Ist nun f(x » eine stetig differenzierbare Funktion, für welche 


(27.) K0)=7, Ü)=r 
ist ferner 

(28.) f(x) =g(2) + K(2), 
so folgt 


. (29.) f(x) = Ss) V(0;z2,x)dz, 


wobei vorausgesetzt ist, daß A = 0 kein Eigenwert ist, woran wir im folgen- 
den festhalten wollen. Ist A= 0 Eigenwert, so sind die folgenden Unter- 
suchungen in einigen wenigen unwesentlichen Punkten zu ändern. Ist 
auch g(x) einmal stetig differenzierbar und 

(30.) ı0)=-7, d)=-T 

(31.) 9 (2) = (2) + K(e), 
so ist 


(32.) g(2) = Sa (y) (054, 2) dy, 


i=0 








also 


(33.) Ha)= [az Sny) V (059, 2) V(0;2,2)dy = 


1 
— / v9 (0;y,2)9,(y)dy 
0, 


Ist dagegen 
(34) FÜ)T—-f(0)y if} f(x) K(a)de=0, (35.) F(x) =g(e), 


(36.) an (@)de=0, (37.) (a) =), 


so Ist: 


(38.) fa) = — / v9 (0;2, y)g (Way. 


0 
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$ 2. Darstellung willkürlicher Funktionen. 

Um die kommenden Abschätzungen zu erleichtern, machen wir die 
Annahme, daß K(x) eine erste Ableitung von beschränkter Schwankung 
im Intervalle O0 bis 1 besitze. Es werde dann 

(39.) .=a@+ıPß 
gesetzt, ferner bedeute M im folgenden irgendeine feste positive Zahl, die 
von Fall zu Fall aber immer wieder eine andere sein kann. Dann ist: 


0)  SKiyear- KOP-K@e | mu), 


wobei*), wenn a <-b, 
ka b 
(41.) Ra|<MS Eee für  <0; RW|<MS für © >0. 


| 


Wir wollen zunächst Fr asymptotischen Darstellungen des in (18.) de- 
finierten N(}) untersuchen. Es sind dabei folgende Fälle zu unterscheiden: 
l.,<0, 7sS0; IL. y=0, Tso, II. ys0, T=0, 

IV. z=0, T=0, V. Ki) =0. 

Dann erhält man für die Nullstellen von N(A), welche einen ge- 
nügend großen absoluten Betrag haben, bei geeigneter Zuordnung die an- 
genäherten Darstellungen: 


(42.) A, + 2knt + ler im Falle I, 


1 + 2kmi—1g(+ 2kai) + lg (+0) im Falle II, 


4 + 2kni + lg(+2kmi) + gg) 0;) im Falle III, 


ne + 2kai tlg, im Falle IV, 


= +2knö+lg/; im Falle V. 
Dabei sind natürlich X(+0) und KÄ(1—0) als von O0 verschieden an- 





genommen. 
Die begangenen Fehler sind dabei bezüglich kleiner als: 
M Ig2knel Ig2kril M 
1a] ’ Sin Ik MM, 1a’ e 


Nachdem so in jedem der fünf Fälle die Existenz unendlich vieler 
Eigenfunktionen erwiesen ist, gehen wir zur Entwicklung willkürlicher 
Funktionen nach diesen über. Um diese Entwicklung zu erhalten, gehen wir 





*) Herglotz, a. a. O., S. 88 u. f., Poincare, Propagation de la chaleur, p. 181 u. f. 
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von der Partialbruchzerlegung von V®(};x,&) aus, wobei wir uns des 
Cauchyschen Residuensatzes bedienen wollen. Wir legen in der Ebene der 
komplexen A Kurvenvierecke Q,, welche den Nullpunkt im Innern ent- 
halten und mit wachsendem Index %k in das Unendliche wachsen. 


Im Falle I lassen wir in 


(43.) = (2k+l)a(t+i)+1lg/, und = (2k + 1)n(+ I+ ri) +1lg-r 


t die Werte von — 1 bis +1 durchlaufen, (2k +1)n(1+:) + Ig r bezeich - 


nen wir als Ecke 1, (2k+1)n(—-1+:)+lg r als 2, (2k+1)n(—1-—.:) 
+lg z als 3, (2k+1)n(1—ı)-+1g z als 4 An einer entsprechenden 
Bezeichnung halten wir auch in den anderen Fällen fest, nur setzen wir 
bei II: 

(4.) A=(2k+1l)a(t+ı)—lg(2k+1l)n(t+0)+ BET u) 


und A= (2k+ )a(+1+ Tr) —Ig((@k+ lat 14 73) +1, (EN), 


r 
bei III: 
(45) A=(2k+1l)a(t+V)+1lg(2k+l)a(e+ı)+1g (Ka) 





und A= (2 +1)a(+I+ ri) ga N)aEl+ rd) glg) 
bei IV: 


(46.) = (Bk+ ale ti) HK) 
und A= @k+1)n(+1+ ri) + IB En 
bei V: 
(47.) = (2k+l)a(et)+ lg}, 


und = (2k+l)a(t + mi) Hg}. 


Liegt nun A im Inneren von @,, so bilden wir: 


1 V%;2,5) Vü;z,E) | ar 
(48.) =/| Re 1% 





= [U (4; 2,99 — V(0; 0,9]; + Ze), 


wobei die e (A) die Residuen des integrierten Ausdrucks in bezug auf diejenigen 
Pole A, von V(A; x,&) bedeuten, welche innerhalb Q, liegen. Wir setzen: 
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$ 
(49.) u(l,,$) = (/ K (z) e*’dz + ;) et, 
’ — elk? 
(50.) v(4,,2)= N (A) . 


Dann wird also bei der Annahme, daß Va; x,&) nur einfache Pole im 
Innern von @, hat: 
(51.) ea) = u rl) 

Treten jedoch mehrfache Pole /, auf, so hat man im Zähler von V(i;x,&) 
bei der Entwicklung nach Potenzen von A— A, noch entsprechend höhere 
Potenzen mitzunehmen; dies kann jedoch nur für eine endliche Zahl von 
Polen eintreten, deren absoluter Betrag unterhalb einer festen Grenze liegt. 

Nachdem dies vorausgeschickt, lassen wir < über alle Grenzen 


wachsen, während wir 4 festhalten. Dann folgt aus (17.) durch eine 
elementare Abschätzung, daß in (48.) der Integrand mit wachsendem A| 


wie . verschwindet, daß also das Integral mit wachsendem %, nach 0 


konvergiert, woraus dann die gleichmäßige Konvergenz von F'o(},), über 
alle Pole genommen, folgt für alle x und $ zwischen O0 und 1. Lassen 
wir nachträglich 4 nach 0 konvergieren, so erhalten wir bei Annahme von 
nur einfachen Polen die Fundamentalformel: 


(52.) yo (0; 2,8) = — z An E)v(h,2) 


k hi 
wobei die rechte Seite für alle in Betracht kommenden Werte von x und 
& gleichmäßig konvergiert. 

Erfüllt nun eine gegebene Funktion f(x) die Bedingungen (27.) 
und (30.), so folgt aus (33.): 
uU(kr,%) "nn . 
(3) ME S rin nalddy = zu SH) ade, 

0 
Erfüllt dagegen die gegebene Funktion die Bedingungen (34.) und 


(36.), so folgt aus (38.): 
(4) = 27 [u Nalydy=Zrln,e) [ Houlaı,2)de. 
” 0 0 
Wir haben also vermittelst der Theorie der Integralgleichungen rasch 
hinreichende Bedingungen für die Möglichkeit der Entwicklung einer ge- 
gebenen Funktion in eine der beiden Reihen (53.) und (54.) erhalten; um 
die Bedingungen zu vereinfachen, bedienen wir uns einer im Grundge- 
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danken von Herrn Kneser geschaffenen Methode, indem wir im nächsten 
Paragraphen einige Hilfsformeln ableiten, welche dann in $4 zur gewünschten 
Vereinfachung der Bedingungen führen werden. 


$ 3. Ableitung von Hilfsformeln. 
Wir beginnen mit der Diskussion der Gültigkeit folgender Formeln: 


(55.) V(O;2,yJ=—2 (ir y)v(h, 2) wenn 2>y, 








k Ar ö 
(56.) 4.00 y—0,9)+ Vo;y+ 0,9) — 2" RM) 
u 5 Y(dn, 2) 
d er ul „ v(4x,%) 
MM a2 =. ae ie 


Wir bedienen uns wiederum des Cauchyschen Satzes, wobei wir die 
in (43.) bis (47.) definierten Kurvenzüge Q, für die Fälle I bis V als 
Integrationswege nehmen. Bei jedem derartigen Kurvenintegral wollen 
wir den Teil von Ecke 1 bis 2 im folgenden stets mit J,, von 2 bis 3 
mit ),, von 3 bis 4 mit J,;, von 4 bis 1 mit J, bezeichnen. Ferner wollen 
wir wie früher zwei Ausdrücke durch — verbinden, wenn ihr Unterschied 
mit ins Unendliche wachsendem %k nach 0 konvergiert. Wir behandeln 
jeden der fünf Fälle gesondert. 

Fall g Es ist 


vr z,Yy) Fre V(O;x, y)+ zWldr, Y MIC HEE 


(59.) T 








73 






wobei die nn über alle Eigenwerte A, im Innern von Q, zu nehmen 
ist. Nun verschwindet bei dem Integrale J,, %, J,, J, einzeln mit 
wachsendem #, wenn nicht gleichzeitig 2=0, y=1, oder <=1, y= 0 
ist, woraus (55.) folgt. 

Zum Beweise von (56.) bilden wir bei entsprechender Bezeichnung, 
wenn 0 <T y 5 l, 


(60.) =P Aa ;y+0, +0: VON ++ TrT, 





ni 









+ e@t4lar dr 
1+e@k+)nr T+i’ 
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J, el ra dr 1 fa - dt 
. Ani’ 1+e@k+dar „_i Ami: 1+e@k+dnı 74,’ 
+1 
1 — _idr 
ae mi [ Ir" 
+1 
Eee en 
a Ami 1 +7 4rni —1+r’ 
—ı +1 
also 
(61.) J, + J, + J, + J, 0. 


Damit ist (56.) bewiesen. Da die entsprechenden vier Integrale beim 
Beweise von (57.) und (58.) einzeln — 0 sind, wenn 0<xz<{1l, so hat 
man die Zusammenfassung: 

Im Falle I gilt (55.), wenn nicht gleichzeitig =0,y=1, oder 
z=1,y= 0 ist, (56.), wenn 0<y<{l, (57.) und (58), wenn O0 <xz<<1. 

Fall Il. Wir wählen als Q, den durch (44.) festgelegten Kurven- 
zug. Dann beweist man (55.) wie oben, wenn nicht gleichzeitig 2 =1, 
y=0, oder überhaupt ©=0. Für z= 0 hat man: 


v 12, y)v(A 
(62.) lim 5, "Y @; U di = 0,4, 


so daß also, wenn z=0, die rechte Seite von (55.) das Zusatzglied 
1 K(y) ’ 
2 Ko) erhält. 

Beim Beweise von (56.) hat man bei analoger Bezeichnung, wie 
oben, wenn 0 <y<Zl: 
En 1 f? 1] — e@k+l) nr dı 


ı 4mi. — 1-—etkıdar 7+i? 
+1 
1 +1 1] _ e@k+l)ar dr 1 —l 1] _ e@k+l)nı dr 
— - — - ——— ı  — _— - -_ 
° Ani —1-—e@ktlDnı 7—ı; 4m A —1—et@ktdDar 7 +1’ 
= - 
J oe 1 1 — dr 
?2 Ani — 1-+ir’ 
Li 2 jr dr 1 —1 dr 
ı Ani 1+ir 4ni y —1+1tr 


Also ist wiederum A ++ J+J,= 0 und ( 
0<x2<<l, so folgt wie oben die Richtigkeit von (5 
sammenfassend hat man: 

Im Falle II gilt (55.), wenn nicht gleichzeitig 2=1,y=0 oder 
überhaupt z=0, in welchem Falle die rechte Seite von (55.) das Zusatz- 

Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 3. 29 


56.) bewiesen. Ist 
7.) und (58). Zu- 
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glied — se erhält; es gilt ferner (56.), wenn 0O<y<<1 ist, (57.) und 


(58.), wenn O<x2<l. 

Analog hat man: 

Im Falle III gilt (55.), wenn nicht gleichzeitig = 0,y=1 oder 
überhaupt &= 1, in welchem Falle die rechte Seite von (55.) das Zusatz- 


glied 0 erhält; es gilt ferner (56.), wenn O0 <y<Z1l, (57.) und 


(58.), wenn 0<x2<01. 

Beim Beweise von (57.) hat man bei den betreffenden Integralen 
J, und J, noch je in 2 Teile zu teilen, de Oo <z<1l und -1<r<O0 
entsprechen. 

Fall IV. Beim Beweise von (56.) hat man, wenn 0<y<l 


(63.) 7 A Ziraz y+0,y) di 





mi 


Fe Ki)e&—2K(yer+K(0) dA, 
Imi. KÜ)e-K(0) ren 


% 





wie man erkennt, wenn man den zu positiven Werten von z gehörigen 
Teil der Umrandung und den zu negativen Werten von r gehörigen Teil 
getrennt betrachtet. Die Integrale über diese beiden Teile sind entgegen- 
gesetzt gleichen Werten äquivalent, woraus (63.) folgt. 
Dagegen konvergiert im Falle IV die unendliche Reihe in (57.) im 
allgemeinen überhaupt nicht. Um dies einzusehen, setzen wir etwa: 
(64.) K(x) =1, 
dann ist nach (50): 
(65.) / — erden, 
also: 
(66.) - = — Zetknis, 
Man findet: 
Im Falle IV gilt (55.), wenn O0<xz<1. Ist z=0, so erhält die 


rechte Seite von (55.) das Zusatzglied 2.28 ist 2= 1, das Zusatzglied 
K(y), 

-7 Ki)’ 
(57.) nicht. 
Im Falle V ist alles wie im Falle I. 


ferner gilt (56.), wenn 0<y<<1, dagegen gilt im allgemeinen 
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$ 4. Vereinfachung der Voraussetzungen über die zu entwickelnden Funktionen. 


Wir nehmen jetzt an, f(x) sei in einem Intervalle 0 bis 1 stück- 
weise stetig und stückweise zweimal stetig differenzierbar. Dann be- 
trachten wir die beiden charakteristischen Ausdrücke: 


(67) S=ull,a) / Kyoauyay; T T,= v2) [Hu u, y)dy. 


Wir formen diese beiden Ausdrücke im Anschluß an Herrn Äneser 
a.a.0. um, unter der Annahme, daß f(y) zwischen a und b stetig und 
zweimal stetig differenzierbar ist. Dann hat man: 


(8) = 7 PIE — f/tw v(hy,Y 
12 RO Fr f’(ola,y)dy. 


(9) 7, yKy)dy "fu, aha 











Wir benutzen jetzt die gleichmäßige Konvergenz der rechten Seite 
von (52.), ferner die Gleichungen (55.) bis (58.) zur Bildung von 2&S, 
und ZT,. Man hat dann: 


10) 28,= [see + I ryreoy,aY 
”r kg, )V® (0;y,2)dy 
[ns] Pr, Prlaina)ay 
Da aber nach (25.) und (14.): 
. ‚’ d (2) ee: R ‚ \ En £ y=b 
m) Sr, vPnaddy- S FW VlOiy.a)dy = LVO DEZ, 
so folgt: 
(2) 28,= sr EN]" + Wroy,DY. 


y=4 








Und zwar gelten nach den Ausführungen des letzten Paragraphen 


diese Formeln in allen fünf Fällen, wenn nur O<r<<l ist. 
29* 


+(2 
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Entsprechend hat man auf Grund der Formeln (55.) bis (58.): 


(73.) ZZ, = 3) f f(y) K(y) dy — Ir zen” 


ns 


N), e; FOEWdy +0 WI S v9 (0; 2,1” (y)ay 
Es ist Por, nach (26.) bzw. (19.): 
(74) — / V@(0; 2, ,y)f’(y)dy=—[V®(0; 2,y)/ WB. 


7 N (0; 2,y)F(y)dy — (Gr). f (y) K(y)dy, 


-/ vo ;2,y)f(y)dy=—[V(0;z,y) fl y))_.— of WR 
Also erhält man: 
76.) 27, |) 10 2, DW 


2k ya 
Wir setzen dabei voraus, daß 0 <x<Z1 ist, dann gelten diese Umfor- 
mungen in allen Fällen, außer IV. 

Es soll jetzt zunächst die Diskussion von (72.) zu Ende geführt 
werden. Liegen z,0 und 1 außerhalb des Intervalles a,b, so folgt aus 
(55.) in allen fünf Fällen: 

(77.) ES, =0. 
Fällt « mit 0 zusammen, so erhält man ım Falle II und IV: 





y=a 





(78.) 


Fällt 5 mit 1 zusammen, so erhält man im Falle III und IV: 
1 Ka) 
2 Ki- Ka-og/1=9. 

Fällt x ın das Innere des Intervalles a,b, so zerlegt man das 
Intervall «a,b in die Intervalle «,x und &,b. Für das Intervall a, x aber 
hat man nach (56.) und (15.), wenn 3S,(a,x) die Summe der Integrale 


S, über das Intervall a, x bedeutet, 

(80.) &8,(a, 2) = M@— 0) 5 (9 (0; 8 — 0, 2)—V (0; 24 0,2))= 5 a0). 
Für das Intervall x,b hat Bun 

(81.) ES, (,b)=—f(@+0) 5 (P (052 +0,2)— 7 (0;2—0,2)) = > i@+0), 
also, wenn x zwischen «a er b liegt, 


(82.) 28,(0,2,5)- 1 @-0)+/le+ 0))= fe). 


(79.) Rz ER 
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Man hat also durch Zusammenfassung dieser Formeln, wenn 0 <xr<-1: 
Im Falle I und V: 


(83.) (2) = Zu(i,,% IS (y)v(A,,y)dy; 
ım Falle II: 


- K 
(84.) fr - Zu(l,,x) Sr v(A,,y)dy; 


ım Falle III: 
(85) Hy ga f-= Zul) [Wear na 


im Falle IV: 
H+P0) „1-0 
(86.) f(x) — Kia) | K+0 7 + Kal - Zu(i,, ) Si: 


Erfüllt f(x) die Randbedingungen (27.), so fallen die Zusatzglieder der 


linken Seite weg. 
Wir wenden uns jetzt zu der Diskussion von (76.), welche übrigens 
einfacher geht, da für 0 <x2z<{1 Zusatzglieder nicht auftreten. 
Liegt x außerhalb des Intervalles a,b, so folgt 
(87.) =T,=®. 
Liegt x innerhalb a,b, so bilden wir 


(88.) ZT,(, 2) - —- EI [70; 2,2—0)—- Vo; 2,2 +0)]; 


2 
(89.) ZT,(2.b)=+ ne: ‚2+0)—-V(0;2,2— 0]. 
Also ist nach (20.) 
(90.) ZT,(e, 2,0) -[@+9 +9 = /(x). 
Daher hat man in den Fällen I, II, III, V die Entwicklungen 
(91.) fa) = Zoln.2) [ Iy)u0 
ö 


Bezüglich noch weiterer Vereinfachung der Voraussetzungen sei auf 
Kneser a. a. O. verwiesen. 

Zum Schlusse wollen wir noch ım Falle IV, dem Ausnahmefalle, 
für das im vorigen Paragraphen eingeführte Beispiel die Entwicklung (91.) 
betrachten, um die Bedingung zu erkennen, der f(z) zu unterwerfen ist. 
Es ist also Ä(z) = 1, ferner nach (65.) 


(1 ce, 


v(,,2)= —2kmie!"*, uli,,y) = a 
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Soll also im Falle IV die Reihe (91.) konvergieren, so muß S "Ha)da 
0 


—( sein. 


Kap. U. Differentialgleichungen 2. Ordnung. 
$1. Aufstellung der Greenschen Funktion. 
Es seien p(x) und g(x) ım Intervalle 0 bis 1 zweimal stetig differen- 
zıerbare Funktionen, p(x) sei überdies im ganzen Intervalle wesentlich von 
Null verschieden. Ä(x) sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und 


d d 
(1.) Lie) = Pa, + ala)v. 
Dann ıst 


) f RR BEN TOO [p(e) (ua) 2 - a. 


a 


Es sei jetzt u(A?,x) eine Lösung der en 
(3.) L(u)+#u=K(r), 
v,(4?,x) und v,(4*, x) seien solche von 
(4.) Lew) + #v=0, 
und zwar so normiert, daß 
(5.) (A,1)=1l, yv(A,1)=0; (A, 1)=0, %(A,1)=1. 
Dann erhält man aus (2.) bekanntlich: 


6 Pu Sn 2) Kla)d: 


+9,(22,2) a v, (43, 2) K(2)d2 + yı(A)01(2, ©) + Y2(2°)02(R, 


wobei 
(7.)  11(4°%) = p(0) (u (AP, 0) v2(2°, 0) — wu’ (A?, 0)v,(A?, 0)), 
(8.) 724°) = — p(0) (u(2°, 0) %,(2°, 0) — w’ (4°, 0) v, (4, 0)). 
Aus (2.) folgt ferner: 
(9) (4 — 4) Fa u(41,%)v, (4°, z)dx = Sf v (4°, x) K(x) dx 


0 0 


+[p(@) (u (22, 2) (08, 2) — 0, (83, 2) w (2, z))], 


wobei 
(10.) v,(4°,2)= hy (A*,2) + hav(A?, 2) 
ist und A, und A, gegebene Größen sind. Wir führen dann in (9.) statt 


(11.) E,= Sa v,(4°,x) K(x)dx 


u(),x) ein, indem wir berücksichtigen, daß 
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(12.) u(A2,1)p Urt ‚2)K(2)d2+y,(%), 


0 


13.) wW@,1pQ)= f m, 2)K(2)dz+y(®), 


0 
also: 


(14.) E)= p(l)[hyw (R?,1)— Aw(a2, 1)] + P(O)[u(A?,0)2% (2,0) — u (32, 0)0,(28,0)]. 
Bezeichnen wir die eckige Klammer in (9.) mit E,, so ist: 


(15.) E, = p(l)[u(Al, 1), — h,u’(A),1)] — p(O)[u(A1,0)0;(A°,0)— w’(A1,0)0,(°,0)]. 
Es ist daher 


(16.) E, + E= (#4 — ») [ u(a,2)0,(2,2)dz = (0, 
0 


wenn 
17.) Pkw (A, 1) hu (a, 1)]= pPl)Ihu la, 1) — Aula), 1)]=7 
(18.) p(0) u(R?,0)= p(0)u (2, 0) EN 
(19.) p(0)u’(R,0) = p(O)u (A, 0) -ß, 


wobei &, ?,y ebenso wie h, und h, gegebene Konstanten sind. 

Es entsteht so die Aufgabe, diejenigen Parameterwerte A” zu bestimmen, 
für welche (3.) eine Lösung u(x) besitzt, für welche: 

(20.) P(O)u(0)=a, Pplo)w(0)=P, PÜ)LHw (2,1) — Azul, 1)]= 7 
ist. Als entsprechende Lösung von (4.) ist eine solche zu wählen, welche 
proportional ist zu 

(21.) v(2) = hvı(8) + Aare (2). 

Die betreffenden Werte von A? nennen wir Eigenwerte, die dazu- 
gehörigen Funktionen Eigenfunktionen. Man erhält also die Eigenwerte 
als Wurzeln der Gleichung: 

(22.) N®)= f v(R,2)K(z)de— y + B,(2,0)— ar,(2,0)=0. 
0 
Es ist nun keine wesentliche Spezialisierung, wenn wir von vorn- 


herein in (1.) 
(23.) p(@)=1 

annehmen, da man in bekannter Weise durch zwei Substitutionen dies 
erreichen kann, ohne den Charakter der Randbedingungen zu ändern; wir 
wollen daher im folgenden stets bei dieser Festsetzung bleiben. 

Nachdem dies vorausgeschickt ist, gehen wir zur Aufstellung der 
Greenschen Funktion V (4?;x,£), welche wir durch folgende Eigenschaften 
festlegen: 
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(a) Sie genügt als Funktion von x der Gleichung (4.), d.h. es ist 
(24.) = V(;2,8) + (gl) +P)V(a;R,8)=0. 
(b) Es ist 
d d 
(25.) (+; V(A;z,$)) 2 -(z; va;z,S) =1. 


= 


(ec) Es existiert ein Proportionalitätsfaktor oe, so daß 
2 d 
(26.) V(R:1,8)=oh, („„Va%:z,8)) eh. ist. 
(d) Es ist 
(27.) [ VO8; 2,9) K()de-ey+B V(230,9)—e(} Va; z,5)) I= 0 
. . ’ ’ 0Y ’ ’ dx ’ h) er . 


Um die Greensche Funktion in expliziter Form zu erhalten, führen 

wir neben dem durch (10.) definierten »,(4°, x) noch 

(28.) v(AR, 2) = (A, 2) vu, 5) — (A, 2)0, (A, 5) = oA; 2, 8) 
ein, so daß man hat: | 

(29.) 
Dann ist 

(30.) V(A;%,$ = ov,(#,x), wenn 2>$, 

= 09, (4,2) — v,(4°; 2,8), wenn 2 <E. 

Durch Einsetzen in (27.) erhält man: 10, 


\ & d 
Snars9dKde+9n2;0,9-e(7, 029) 
ae “ug 
S Kiens(i&, 2)de—y+B0,,0)— av‘ (43,0) 
0 


Also hat man: 


: 
f "(32,9 K()de+B0,03;0,9—a(Z- v.0°;2,8)) i 





(32.) V(i;x,$)= - v,(4°,%), 


S Kies, der +Bv,(02,0)— av, (32,0) 
0 
wenn 2 >5;, 


£ 1 
/ Kle)vs(@2;2,2,9de— / K(e),@3, 2)den(d:;2,9-10,052,9+80,0350,2,9)-a(4_ 0,(@:2,2.2) 
u. a grön,, Fr 


= S Koma, dde-r+8%0,0)-av, (2,0) er 
0 


dabei ist 
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(33.) (A; 2,2,5)= v,(A, 2)0,(A°, ©) — 9 (4°, 2)v,(A?, ©) 
in bezug auf x und 2 eine Lösung der Differentialgleichung (4.), welche 
für 2=z bzw. z2=x verschwindet und für welche 


(34.) Er E, 2) - ME nn dir =D) na, &). 
Aus Obigem en wir die Bisshalten von V(A?;x,$) be- 
züglich £. 2 ist 
(35.) 5 Vz, 8) + (g() +4) Vin, 5) - FO 
Ferner ist 


N (22) 
A d 
(36.) (5 9 ;2,9) ni =, &)), BR 
2. nr 2 
(37) 95 2,0) one): (Vz. .- vr, 
hı(ge V(A; x, d), h,V(#;x,1)= NR) v(A*, x). 


Bei der Ableitung dieser Formeln geht man am besten direkt von (30.) aus. 


Durch u von (2.) folgt: 
(38.) m) [Or ;2,2)V üb; y,a)da=V(l;y,2)—V(8;y,2). 


Es sei nun f(x) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, 
für welche 


(39.) 4 g@)f=K()—g(e), 
(4)  #0)=a, FB, hi) fl)=r, 


so folgt, wenn, was wir immer annehmen dürfen, 4?=0 kein Eigenwert ist, 








E=2—0 


(41.) (2) = S V(0;2,2)g(2)dz. 
Ist dagegen 
(42.) + ga) = ge), 


(43.) /(1)=eh, F(l)=oh, ä f(2)K 2)d2— oy + Pf(0) — ef(0) 0, 


wobei e irgend ein Proportionalitätsfaktor ist, so ist 


(44.) fa)= / V(052,2)g(2)dz 


$ 2. Darstellung willkürlicher Funktionen. 


Wir haben jetzt dieselben Schritte zu machen wie bei den Differential- 


gleichungen erster Ordnung; wir brauchen dazu für große Werte von 
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asymptotische Darstellungen der Lösungen von (3.) und (4.), welche wir im 
Anschluß an Zrowville in bekannter Weise aufstellen. Da wir an (23.) 


festhalten, so hat man für jede Lösung von (4.): 


iila— —i kl u Ya ? 2— 
v(2) = ge !D + ge 4 ii S v(2)g(2)"Vdz 
in A ie) 
on F v(z) q(2)e d2. 
Es sei jetzt 
| ,A=e+Pfi, 
dann setzen wir fest, daß in 
et }ir@ bzw. ertiv@ 


bei positivem oder verschwindendem #3 jeweils das untere, bei negativem 
ß das obere Zeichen gelten soll. Es sei ferner R(x) ein allgemeines Funk- 
tionszeichen, welches die Eigenschaft hat, daß stets 

(45.) |R(e)<M, wem d+g=1, 
wobei M eine feste Zahl bedeutet; dann ist 

(46.) v(a)= se!" + get Ddı+ - R(x)e*''@=», wenn x <<1 ist. 

Man erhält so 

3 ei@- —1) 1 
2 uar7 
E 
vAv,(A,2)= z® ._ DJ 


h, h, 
2 eir@-1) | eti@- 1) Fiilz—1) 
al -(3+ +3 er =. | Re .. 4 
wenn <<1,4,#+0. Istth,=0, so wird 2, (4,2) = Ne x). Ferner ist 


iAv, (A; 2,8) ui + era) 1 raum) I-R(a)et!'e), 


(47.) v,(4°,x) = 


een) 1 = R(x)e**«-®D, wenn x <1l, 


1 Ti 
een; 1 En wenn 2<1, 


wenn £<ZE, 
1 illc—$) 1 —ii(x—E£) 1 R + Ailc—$) 
— uni FE —— e- , 
Er + 2° % A (2) 
wenn x >3$. 
Nachdem dies vorausgeschickt ist, gehen wir zu der asymptotischen 


Darstellung der Eigenwerte über, also der Nullstellen von 
N(3)= / Kie)u(ä,2)d—y+ Bv,(#?,0)— auy(#?,0) 
0 


Da wir K(z) als zweimal stetig differenzierbar, sowie K(0) und 
K(1) von Null verschieden annehmen, so folgt: 
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h, ‚fh h 
+37 Je"K ua i(— — —-) eK (0) 
r “2 Ki) Ic: 2 211 
(48.) J K (2) 2%, (#, 2) da 2; - u 


wobei — das Vernachlässigen von Gliedern andeutet, welche mit wachsen- 
dem |4, von höherer Ordnung verschwinden. 
Wir verstehen im folgenden unter 
(49.) (a,b,c,...)#0 bzw. (a,b,c,..)=P®, 

daß jede Größe a,b,c von Null verschieden ist, bzw. daß jede ver- 

schwindet. Dann unterscheiden wir folgende Fälle: 

(50.) I.(&e,%,y,h,)#0; I.(a,P,y)#0,,=0; II.(P,h)+0, «= 0; 
IV.(P,y)#0, (e,h,)=0. V.ß+0; (a,y,h)=0; 
VL(y,h)#+0; («e,ßf)=0; VIL.y=#0; (e,ß,h) =; 

VIII h,#0; (e,P,y)=09; IX. (e,P,y,h)=0; X.K(e)= 
Für m Nullstellen 4, für welche A, groß genug ist, hat man: 
Im Falle I: 4,“ + kn; 


Im Falle II: ap cos (- 4 2kn; Agyrı © — Arc cos (Z%) + 2kn; 
2 


Im Falle III: A,,— arc u N" 2kn; Ag;ıı ® — Arc cos FE 2kn; 








Im Falle IV: 2, —ilg — Zr 
eig +2kn +ilg+ 2kn; 
2 
Im Falle V: ),® + kn; 
Im Falle VI: 2, —ılg et 2kn —ılg + 2kn; 
. Iyi i 

ia +) +2kn+ilg+ 2kn; 

Im Falle VII: 4,,© — lg ki + 2kn — 2ılg + 2kn; 


Ay ilg ER + 2kn + Bilg + 2kai; 
Im Falle VIII: ,® + kn; 


Im Falle IX: A,,® arc cos - 22 U) | ga; hgyrı © — ATC C08 —— nt. 


K.(0) K.(0) 
Was die in X zusammengefaßten Fälle anbelangt, so ist X (z) = 0 
verträglich mit den Fällen I—V, wobei die asymptotischen Darstellungen 
erhalten bleiben. 
Wir führen wie in Kap. I, $2 ın der komplexen A-Ebene Vierecke 


Q, ein, deren Ecken wir wie dort mit 1,2,3,4 bezeichnen. Bei ent- 
30* 


+2kn. 
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sprechender Bezeichnung haben wir, wenn —1 << << ist 1, für die Kurven- 
vierecke: 


(51.) A=(k+ a4 1+ 71); A= (k+ S)a(ti+?) bei I, V, VIII: 


= (2k+ 5 )a(+ 14 Ti); A=(2k+ Z)a(+i+ 2) beill, VIL,IX; 
ferner bei III, wenn dort +0; 

,=2kn(+1+ri); A=2kn(+iH+r) bei IV, VI, 
ferner bei III, wenn dort y=0. 
Nachdem dies festgesetzt ist, gehen wir auf die asymptotische 
Darstellung von V(4*;x,$) längs diesen Kurven Q, näher ein und stellen 


zunächst neben die asymptotischen Darstellungen (47.) noch 
® 4°, £) il(z—x —il (x 1 FAile—x 
(52) v(Ar;2,2,8)= Zu. ee _ ee 7 R(2,2)e*' ', 
wenn 2<; 


ist 2>x, so ist im letzten Exponenten + zu schreiben. Aus (52.) folgt 
h h eiktö+z——1) _ gillö+r——1) 
2. u BEN ing | 2 anime —— 
3) ee tl 3ir | 
(Bi hr ) ei d—e+2—1) _ gik(itz—z-1) 
N 2 an. 








202 Ju | 
wobei das hier umständlicher zu schreibende Glied mit R unterdrückt ist. 
Es folgt, daß im Nenner von V(A?;x,$&) stets e*”‘, im Zähler 
höchstens e*** vorkommt, so daß ein Unendlichwerden wie bei einer Exponen- 
tialfunktion von vornherein ausgeschlossen ist, wenn wir uns an die Fest- 
setzung bezüglich + erinnern. Daraus schließen wir leicht, daß eine Zahl M 
existiert derart, daß in jedem Falle bei genügend großem %k auf ©, 
' Ä M 
(54.) Vz) <nr 
ist, wenn M eine feste Größe. Im Falle I und II rührt dieser Faktor 
AT in der Ungleichung von »5(4A°,0) her; in den anderen Fällen ergibt 
sich (54.) aus ähnlichen Gründen. 
Wir setzen jetzt 


(55.) u, 9= [ wa2,dK(z)dz+ Bu (250,9 — all u(;z,H)) , 


0 z=() 
(56.) EN 





d 72 
aa, 
dann folgt aus dem Cauchyschen Satze und aus (54.): 
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1 


(87.) Mimi, f ED 0 Von, 2 
%k 


232 





k=0 2 u 


Nun sind alle hierin vorkommenden Funktionen in bezug auf A 
gerade, weshalb wir die Glieder mit + A, und — 4, zusammenfassen können, 
wodurch wir die Grundformel 


; ze u(kz, &)v(Ak,«) 
(58.) v(0;2,5)- 2 Dreh 


Ak 
erhalten. Die Summe 2 ist über alle Eigenwerte zu nehmen, sie kon- 
vergiert gleichmäßig für alle x und & zwischen O0 und 1. Treten mehr- 
fache Wurzeln A, auf, so ändert sich die Formel in bekannter Weise bei 
der Partialbruchzerlegung. | 

Genügt eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f(x) den Be- 


dingungen (40.), so ist 
. Iy(A}, \d h 1 
(59.) Fa)= Lul,a) | EEE - zul,e) / vül,f(e)dz; 


0 0 
genügt /(xz) den Bedingungen (42.), so ist 


(60.) Ha)= Zolt,n) [EMO zu,z) [ulal,z)fle)de. 


0 0 
Die Bedingungen, denen f(x) genügen muß, lassen sich beschränken, 


wir führen dies jedoch nur im Falle I explizite durch. 


S 3. Vereinfachung der Voraussetzungen über die zu entwickelnden Funktionen. 
Man hat im Falle I: 


(61.) 2 V(0;z2,y) = = u wenn 7>Y, 
k 
“ _ z "(ik y)v(ii,2) > 
(62.) r V(0;z2,y) = S FF ‚ wenn 2>y 
1/6 „ 1/d _ y u(Ai,a)v(Ak,%) 
(63 ) 5 T; [} (9;2,2)) .- 5 y5 V(0;2,2)) _ == - chen ET 
wenn O<z<l, 
1 /d 1 yd _ yW(di,2)v(Ar,) 
(64.) 2 (z y(o;z, 2)) r 2 (4. (08, ))_ g: ? /k 
wenn 0 <<], 
(65.) Le 


N\0) 7 2 
Diese Formeln erhält man wiederum durch wiederholte Anwendung 


des Cauchyschen Satzes. 
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Wir betrachten abermals nach dem Vorgange des Herrn Äneser, 
wenn f(x) im Intervalle a,b zweimal stetig differenzierbar ist: 


(66.) S, ER 2) S Hoa y)dy; T,= v(4,,%) Stun, yay. 


Wir formen diese beiden Ausdrücke vermittelst der Differential- 
gleichungen (3.) und (4.), (24.) und (35.) um. Es ist 


(67) Fr Kyle’ (2, y) + qly) oda, y)ldy 





BREUER Wr) yo, y 
5,9 S% dead) A; 
er 


(8) = Frnwot y)-+ q(y)u(2,y) — K(y)ldy 


ö RE —P(y)u(aR, y)Y 


vb. S [u(at, y)(f (y) + WHY) — K(y) Hy)lay. 














9) 2 [SEEN Hrn ya 


k y=a 


” Fi (0;y,2)(f(y) + aly) Aly))dy 





m) —- S vo a)’Wdy=-— (Wr; y, DL 


+ Br al -/ — y.2)dy, 
(71.) Stop V(0; y,2)dy- F (0; y,2)g(y) ly)dy 


Durch Addition folgt 
_ _[y #4, 2)v (AR, Y) ” 4 rn. E 
2) z,--[3 | + lin von] 


a 





Analog hat man 


(73) 21, [ZEIT Harn 


- S"[r0 2, 90° (9 + a ta) - OEWEO2] a, 
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(74.) vo; 2, y) (y)dy=—[f(y)V (0; 2, y)))-, 


d y=b b d ’ | 
+ ran] Stay 2 way, 
b d? b K 0, 
75) SI ayP Gzndy- Fialawm ran" |a 
Durch Addition wird 
- —_ [s 29a y yo; 
16) Z-- | ey Haren 
Diese Formeln gelten im Falle I, wenn nicht x und y gleichzeitig in 


einen Randpunkt hineinfallen. 
Liegt x außerhalb des Intervalles a,b, so folgt aus (61.) und (62.): 
(77.) 38,=-0, ZTL=0. 
Liegt x im Inneren von a,b, so zerlegen wir das Intervall in a, x 


und z,b. Dann wird nach (63.): 
(78.) 2 S,.(a,z) = f{x — 0) 5 R2 V(0; z,)) | 
1 
zZ. 5 f@—0), 
(79.) 3 8,(2,b)= I 1(@+0), 


wenn S,(a,x2) bedeutet, daß statt a,b das Intervall «,x gewählt ist. 
Ebenso folgt 


y=b 


Ey (2 v0; 2,2) 


i=1ı +0 


- 
„= 


(80.) 2 (a0) 1 1e-0), 
(81.) ZT,(b,2)= 5 1a +9). 


Daraus folgt die Gültigkeit der Entwicklungen im Falle I für 
0<z2<£1l, wenn wir nur voraussetzen, daß f(x) stückweise zweimal stetig 


differenzierbar ist, und wenn wir statt f(x) auf der linken Seite 


f@)= 5 (ie + 0)+f@—0)) 


setzen. In den anderen Fällen geht die Untersuchung analog; auf die 
dabei auftretenden notwendigen Abänderungen der Entwicklungen (vgl. 
Kap. I, $4) soll der Kürze wegen nicht eingegangen werden. 
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Elementar-geometrische Ableitung der Additions- 


theoreme der elliptischen Funktionen. 
Von Herrn P. Kokott in Neiße. 


Wenn sich im Kreise M, dessen Radius gleich Eins sein möge, 
zwei Sehnen AA’ und BB’ schneiden, so entsteht eine dreieckähnliche 
Figur ABC mit den Winkeln «, ß,y, deren 
Summe größer als n ist. Man wähle nun 
eine Größe x so, daß 

cos @ cos ß — sin @ sin ß Y1 — x° sin? y 
= — C08Y 





wird. Es ergibt sich dann 
ale 1 — c08? « — cos? d— cos’Yy— 2c0s« cosß cosy 
sin?« sin? sin?y 
oder, da MD=cose, ME=cosfß und 
ED=CM siny ist, 
® 1—CM? 
x 





% 





B 








sin?« sin?$ ' 
Offenbar ist der Zähler die Potenz P des Punktes C ın bezug auf 
den Kreis M, so daß als einfachster Ausdruck entsteht 
P 
sin? « sin?ß ' 
Führt man jetzt eine elliptische Funktion 9 = am(u) ein, definiert 


durch die Gleichung 
_ fr__ip 
Sanı 4 Vi—»*singy 











so besteht zwischen den Argumenten (a), (b) und (c) der Winkel @,/,y 
die Beziehung (a) + (b) + (c) = 2K, wo K das vollständige Integral zwischen 


Null und 5 bedeutet. Für EMD=o ist dann o=am(a-+b). Die 
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Linie CM teilt o ın die Winkel 4 und u, deren Eigenschaften die Additions- 
theoreme vermitteln werden. Vorher ist es noch nötig, die Linien ÜD und 
CE auszudrücken. Da AD= A’D= sine ist, so kann die Potenz P auch 
durch (sin@-+ÜD)(sin« — CD) dargestellt werden. Man erhält also 
2° sin? « sin? 3 = sin’ «— CD? oder ÜD=sin«a4Pß, ebenso CE = sin ß Je. 
Für COM ergibt sich in gleicher Weise der Wert Y1-— # sin?« sin? . 
Bildet man jetzt sin o = sin cos «+ sin u cos A, so wird 

sna— CP: ME+CE-MD _ sinacosßAß + sinß cosada, 
CM? 1 — x» sin? « sin? $ 2 

ebenso 

cos @ cos $ — sin a sin$# da A 

a | en Be = 

Weniger gebräuchliche Formeln entstehen für sin o durch Anwendung 


des Ptolemäischen Satzes auf das Diagonalverhältnis DE: CM 
DM.EM+CD.CE _ cosacosß+ sin« sin # da Aß 


DM:CD+EM.CE cosasina Aß+cosßsinß Ja’ 
für cos o aus der Identität 
sind cos4—sinu cosu _ sinacos« A3— sin? cos da 


c080= — u m > 
sin A cos u — sin u cos A sina cosß A? — sin? cosae da 


siıno = 





Aus einer späteren Bemerkung wird man erkennen, wie man hier- 
aus leicht die entsprechenden Formeln für /o ableiten kann. 

Es soll nunmehr das System von Gleichungen, das Jacobi in seiner 
berühmten Schrift über die Rotation eines festen Körpers aufgestellt hat, 
geometrisch entwickelt werden. Zunächst mögen jedoch einige Bemer- 
kungen Platz finden, die für die Umwandlung einer Form in die andere 
wichtig sind. 

Wegen der Relation (a) +(b)+(c)=2K ist es algebraisch klar, 
daß in jeder irgendwie erhaltenen Formel die Winkel «@,/? und 7 mitein- 
ander vertauscht werden können. Die Figur veranschaulicht diese Symmetrie. 
Zieht man nämlich A’A” parallel BB’, so entsteht ein Sektor 4A BC’ mit 
den Winkeln , # und «, also mit denselben Winkeln nur in anderer 
Lage. Ebenso gibt es auf AA’ einen Punkt €” mit analogen Eigen- 
schaften; der Modul x bleibt hierbei unverändert. 

Man denke sich ferner durch © zwei Sehnen gezogen, deren Ent- 
fernungen vom Mittelpunkte /« und 4? sind. Solche Sehnen gibt es 
stets, da Y1— x’ sin®«@sin?, d.h. CM, größer als J@ und 4? ist. Es 
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entsteht dann ein Sektor mit den Winkeln «’, #’ und y’, der mit dem 


ersten so zusammenhängt, daß cos«’= 4e, cs f’= AP, sin«e=xsine, 
sin#’=zsinß, #= = En 7 e ‚ dIe«=cosa, AP’=cosfß ist. Für 
die Argumente gelten die Beziehungen (a’) = (a), (b’)= x(b), (c’) = x(e). 
Da nun die geometrischen Eigenschaften aller Sektoren dieselben sind, so 
kann man jede auf Grund der unmittelbaren Anschauung gewonnene 
Formel durch die vorstehenden Substitutionen von einem Sektor auf den 
andern. übertragen. Hierdurch erhält man z. B. aus den Formeln für cos o 
sofort die analogen Ausdrücke für So. 


Die Figur lehrt nun, daß ME+MF=CDsiny ist. Daraus folgt 
cos @ + cos cosy= Ja sin P sin y. 
Vertauscht man hierin die Winkel zyklisch miteinander und ersetzt cos y 
durch — cos o, so entsteht 
sin «sin Jo + c0s0 =cosa cos ß, 
cos 5 cos 0 + Ja sın sino=cos«e, cosa c080+ JAßsinesino= cos ß. 
Es ist 





CG=CE-—DF, 


oder 
AP sın a cosy= da sin ? — cos a sin. 


Hieraus ergibt sich 
4a sin c080 — cosßsino =—sin«e4dß, JPsin«coso — cosesino = — sin de, 
sın @ coso— AP cose sino= —sinPß4Jo, sin coso— Jaecosßsino= —sin«Jo, 
— sine cosß Jo+dasino=cosasinß, —sin? cosa do+4ßsino=cosßsine. 
Überträgt man die erste Gruppe von Formeln auf den Sektor mit 
den Winkeln «’, 9’,y’ und ersetzt die Funktionen dieser Winkel durch die 
Funktionen von «, ,y, so wird 
do+zsin«esinß coso=dJda4dß, 
49 do + x” coso sin ßsino = Je, 
dado+x"coßsinesino=4P. 
Die noch fehlenden vier Gleichungen leitet man durch einfache algebra- 
ische Umrechnungen her. Die entsprechenden Ausdrücke für d = am (a — b) 
kann man sich ebenfalls leicht veranschaulichen, wenn man durch © die 
zu AA’ symmetrisch gelegene Sehne zieht; der dazu gehörige Modul ändert 
sich dadurch nicht. Auch andere, sonst nicht einfach zu beweisende 
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Formeln erkennt man ohne Mühe an der Figur. Als Beispiel diene die 
von Schellbach mit Hilfe von Thetafunktionen entwickelte Gleichung für 


tg 5- (Enneper, Ell. Funct. S. 184.) 


Man verlängere DM um ME bis N, verbinde N mit E und bringe 
es mit DU zum Schnitt. Dann ist, wie man leicht sieht, ÖOE= (OÖ, also 
DO=sin« 4 -+ sin # fe; im rechtwinkligen Dreieck ODN ist daher 


tg _ ine AP + sinß da 
ai A cos ß + cos @ 


Trägt man ME auf MD ab, so ergibt sich 


RE, „TOR sina Aß— sin $ Ja 
EG 


t 
cos 8 — C08 «& 


Man wende nicht ein, daß die Relationen nur Gültigkeit haben, 
solange « und 5 bestimmte Werte besitzen. Vielmehr ist es sehr wohl 
möglich, den Winkeln und damit den Argumenten einen, wenn auch be- 
schränkten, Spielraum zu gestatten. Hält man x und « jest, so kann 


man ß alle Werte zwischen 5 und Null geben, d.h. (b) zwischen X und 


Null schwanken lassen. Man braucht dann nur (€ auf der Sehne A’A so 
weit zu verschieben, daß P = #° sin? « sin? 5 wird. Hierbei ist es gleichgültig, 
ob z>1 ist, da man jederzeit einen Sektor mit reziprokem Modul finden 
kann. Entnimmt man dann aus einer Figur, in welcher BB’ durch M 
geht, die Eigenschaften von sn(@a+ÄK), en(a-+ K), dn(«-+K), so kann 
man diese Funktionen im Raume ÄK bis 2K erforschen und so weiter 
gehend den ganzen reellen Bereich bis 4K erschöpien. 

Übrigens ergibt sich aus folgender Betrachtung leicht, daß die Dar- 
stellung denselben Wert besitzt, wie ıhn das sphärische Dreieck gewährt. 
Man denke sich ein Kugeldreieck so gestellt, daß eine Ecke den Nordpol 
der Kugel bildet. Legt man nun die Äquatorebene und verbindet alle 
Punkte des Dreiecks mit dem Südpol, so bilden sich offenbar die Scheitel- 
kreise in geraden Linien, die dritte Seite aber in einem Kreise auf der 
Ebene ab; der betrachtete Sektor ist also das stereographische, isogonale 
Bild des Kugeldreiecks. Die ebene Figur ıst sogar noch etwas allgemeiner, 
da der dritte Kreis auf der Kugel nicht gerade ein größter Kugelkreis zu 
sein braucht. Die Betrachtungen bleiben im wesentlichen dieselben, wenn 
C außerhalb des Kreises liegt; der Modul # wird dann imaginär. 
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Zum Schluß möge noch eine elementare Aufgabe behandelt werden, 
die sich auf Grund der vorstehenden Auseinandersetzungen sofort lösen 
läßt. „Innerhalb (oder außerhalb) eines Kreises ist ein Punkt gegeben; 


man soll durch ihn zwei Sehnen so zeichnen, daß der entstehende Sektor 


gleiche Winkel hat.“ Es ist hier (a) = (b)= (ce) = > ; also besteht für 


z = sine die Gleichung 
ee ++) —3=0. 
Da # = z ist, so erhält man 
4° — (3 +6P—P’)+4P=0. 
Eine aus der Zeichnung leicht erkennbare Gleichung für « lautet 


cos = sin zrı 


Diese stimmt mit der obigen Gleichung in x überein, sobald man sie 
rational macht. 





ID 
m,» 
-— 
A 

wr 


Beiträge zur Behandlung spezieller Variations- 
probleme; Untersuchung konjugierter kinetischer 
Brennpunkte. 


Von Herrn Hermann Kober in Breslau. 


Es sei F(x,y,2x’,y’) eine bekannte Funktion der Variablen x,y, 
«= da/dt, y'= dy/dt, homogen vom ersten Grade in bezug auf z’, y”. 
Die Größen x und y sind unbekannte Funktionen des Parameters ! und 
sollen so bestimmt werden, daß das Integral 


‘= [ Fia,y,a',y)dt 
ein Extremum wird. 

Damit eine Lösung dieser einfachsten Aufgabe der Variationsrechnung, 
eine „Extremale‘“, in der Tat ein Extremum liefert, darf der Extremalen- 
bogen, den wir betrachten, keine konjugierten Punkte enthalten*). In der 
folgenden Arbeit sollen einige Beispiele für konjugierte Punkte behandelt 
werden, und zwar bei einigen Variationsproblemen, die sich durch das 
Prinzip der kleinsten Aktion bei der Bewegung eines materiellen Punktes 
unter dem Einflusse konservativer Kräfte ergeben. Es sei U das Potential 
der wirkenden Kräfte als eine Funktion der Koordinaten des materiellen 
Punktes gegeben, h sei die Energiekonstante, ds das Wegelement, dann 
ist die Bahnkurve des Punktes eine Lösung des Variationsproblemes 


) /vv+ hds=0. 
Konjugierte Punkte heißen hier nach Thomson und Tai „kon- 


jugierte kinetische Brennpunkte“. Ihr Vorhandensein ist ein Kriterium 
für die Stabilität der Bewegung **). 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, S. 43, 44. 


**) Thomson and Tait, Treatise on natural philosophy, art. 346. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 4. 
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Die wirkende Kraft sei eine Zentralkraft, d.h. U eine Funktion allein 
des Radiusvektors r; dann ist die Frage der konjugierten Punkte sowie 
die Stabilität der Bewegung und die Gestalt der Enveloppen aller durch 
einen Punkt gehenden Extremalen vollständig behandelt worden in allen 
Fällen, in denen U eine beliebige ganze Potenz von r ist*). Im Falle 


U=+ - und Ü=+r” ergeben sich besonders einfache Resultate. Der 


letztere soll daher hier behandelt werden. 

Es sollen hier ferner konjugierte Punkte und Enveloppen untersucht 
werden in gewissen Fällen U=+ y*, wenn also die wirkende Kraft von 
einer Geraden ausgeht und eine Potenz des Abstandes des materiellen Punktes 
von der Geraden ist. Der Fall U=—y ergibt als Bahnkurven Wurf- 
parabeln. Die Lage von konjugierten Punkten zueinander und die Gestalt 
der Enveloppen ist in der Literatur hinreichend bearbeitet. Ähnliche Resul- 


tate ergibt der Fall U=+y. Hier sollen die Fälle U= m und Ü= — m 
erledigt werden. — Zum Schlusse soll bei einer bereits anderweitig behan- 


delten Enveloppe nachgewiesen werden, daß sie gegen einen Punkt konkav ist. 


l. U=—1r.. 

Es seien a, 9, willkürliche Integrationskonstante, r und seien Polar- 
koordinaten, h die Energiekonstante; dann lautet die Gleichung einer Bahnkurve 
2a = r?[h+ Vh®— 4a? cos 2(p — Y,)]- 

Führe ich durch die Substitution 2 = r cos(p — 9,), y=r sin (p — ı) 
kartesische Koordinaten ein, setze ich ferner 





Ri 20° LH... 
re > Tee 
so erhalte ich 
22 y? ar 
Pr} + B® — l. 
Die Bahnkurven sind also Ellipsen; da ferner 
e@+ßP®=h, 


so ist die Gesamtheit aller Extremalen identisch mit der Gesamtheit aller 
Ellipsen, die das Kraftzentrum zum Mittelpunkte haben und für deren 
Halbachsen die Summe der Quadrate gleich A ist. 


*) Kober, Konjugierte kinetische Brennpunkte, Inaugural-Dissertation, Bres- 
lau 1910. 
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Konjugierte Punkte sind solche, in denen sich zwei benachbarte 
Bahnkurven schneiden. Ich untersuche also die Schnittpunkte einer Kurve 
mit einer unendlich nahen. Ich setze @ = u, dann ist ®?=h—u. Die 
Gleichung einer Bahnkurve lautet 

(1.) eh+uy-—- )—uh+W=0. 
Die Gleichung einer unendlich nahen ist 
2.) Ah+uy? — )—uh+wW+duy? — a” +2u—h) 
+dy,(2hzy— 4ury)=0. 

Die Kurvengleichung (1.) enthält nämlich außer dem einen Para- 
meter u noch den zweiten %,, da die Lage des Koordinatensystems und 
somit x und y von g, abhängen, und es ist 

=r.08(P— 9), y=r-sin(P— Yo); nr y; =. 
O9 yo 

Für die Schnittpunkte zweier benachbarter Kurven folgt daher aus 
(1.) und (2.) die Gleichung 
(4u —2h) = 


= — DD. 


0 Y—"+2u—h 
du | a 
Ist jetzt der eine Schnittpunkt P,(z,, %,) gegeben, so ist 


= (4u — 2h) = yi metann = (6 
eine bekannte Größe. Daher ergibt sich aus den beiden Gleichungen für 
alle Schnittpunkte der Kurven die Beziehung 
3.) Y-+e®— P#=c-ay, d 2u—h=20:— (ae + P?%) = a? — ß°. 
Durch die Gleichung (3.) ist auf der Kurve (1.) der zu P, konjugierte 
Punkt festgelegt. 

Zur geometrischen Interpretation stelle ich die Gleichung der Kurve 


ın Parameterform dar: 


z=0acot, y-Psınt, —n<t<+Hn. 
Dann geht Gleichung (3.) über in 
2, cp sc 
(4.) tangt— _ tangi = =.. 


Dies ist eine quadratische Gleichung für tangt. Ihre Wurzeln seien tang t, 
und tang {,. In dem Intervalle — x <It <n entsprechen jedem Werte von 
tang it zwei Werte von £, die sich um zz unterscheiden. Wenn daher tang t, und 
tang t, reell sind, ergeben sich für £ vier Werte, 4,4 =t, + n,4,,%=t4,+n. 
Da der Punkt P,(z,,y,) auf der Kurve reell gegeben ist, so ist ?,,t, stets 


reell, dann aber auch t, und t. Zu jedem Punkte P, existieren daher 
32" 
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stets genau zwei konjugierte Punkte, einer nach rechts hin, einer nach 
lınks: 

P,(2, = a cost,, „= Psint), Pay =ecost, = Psint). 

Day =t-+n, so sind die Punkte ?, und P; symmetrisch in bezug 
auf den Mittelpunkt 0. Der Punkt P,, der zu P, in bezug auf O symme- 
trisch liegt, ıst nicht zu P, konjugiert, da er, von ihm durch P, bzw. 
P, getrennt wird. 

Aus Gleichung (4.) folgt 


(5.) tang !, -tangl,= — ei: 


a?’ 
setze ich also 


z=ecost, „= Psint, %=0C0ost,, Yy = Psint,, 
so Tolgt 
(6.) Yyyr Pr =0. 
Diese Gleichung bedeutet aber, daß die in den Punkten P,,P, an die 
Ellipse gelegten Tangenten aufeinander senkrecht stehen. 

Wir erhalten somit das einfache Resultat: 

Tangenten, die man in zwei zueinander konjugierten Punkten an 
die Ellipse legt, stehen aufeinander senkrecht und schneiden sich daher 
auf Grund eines Kegelschnittsatzes auf dem um das Zentrum O mit 
dem Radius V@+ 3? -=Yh beschriebenen Kreise. 

H 7 Dieser Kreis ist für alle 

Extremalen derselbe, er ist 

@Q die „Grenzkurve‘“ des me- 
3 chanischen Problems. 

Es soll jetzt die Enve- 

loppe aller Extremalen be- 








7 p 06 p stimmt werden, die durch 
einen festen Punkt P gehen, 
und zwar geometrisch. 

4 Ich beschreibe um O mit 


Yh den Kreis und denke mir 


die Extremale festgelegt, die 
die Gerade PS in P berührt; sie muß, da sie O zum Mittelpunkte hat, 
auch durch P’ gehen, den zu P in bezug auf O0 symmetrischen Punkt, 
und die durch P’ zu PS gezogene Parallele P’T in P’ berühren. U sei 
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der zweite Schnittpunkt von P’T mit dem Kreise. Da PO=P’O,PS PU, 
so ist SU ein Durchmesser und STLPS,ST_LP'’T. 

Da ferner Tangenten in konjugierten Punkten aufeinander senkrecht 
stehen und sich auf der Grenzkurve schneiden, so muß Q@, der zu P kon- 
jugierte Punkt, auf 78 liegen und muß ferner der vierte harmonische 
Punkt sein zu 7, S und V, dem Schnittpunkte von PP’ mit ST. Denn 
bei einer Ellipse wird das Stück einer Tangente, das zwischen zwei anderen 
Tangenten (PS und P’T) liegt, durch deren Berührungssehne (PP’) und 
den Berührungspunkt harmonisch geteilt. Ziehe ich @0’ parallel zu PS, 
so sind auch die Punkte PP’VO’ vier harmonische Punkte; da ferner 
<0O’QV ein rechter ist, so halbiert der Strahl @0’ den Winkel P'QP; 
schneide ich PS mit P’Q in H, so folgt die Kongruenz der Dreiecke 
PQS und HOS, es ist daher 


QP=QH; 
da ierner P'H=208S=2Yh, so folgt 
QP'+QP=2Yh. 


Diese Gleichung sagt aus, daß Q, der zu P konjugierte Punkt, 
eine Ellipse beschreibt. Die Enveloppe aller durch einen festen Punkt P 
gehenden Extremalen ıst daher eine Ellipse, deren Brennpunkte P und 
der zu P ın bezug auf O symmetrische Punkt sind, deren halbe große Achse 
gleich YA ist. 

Der Fall U=+,*, der ähnliche Resultate ergibt, ist in der oben 
erwähnten Arbeit des Verfassers ausführlich behandelt. 


I. U=+y%. 
Aus d f YU+hds=0 ergibt sich, wenn ich mit a,x, Integra- 


tionskonstanten bezeichne, als Gleichung einer Bahnkurve 
h— a? 


(.— .(--) -yYih-a)-1. 
Ich unterscheide nun folgende Fälle: 
(A) h—-a®>0. 
Die Bahnkurven sind Hyperbeln, deren halbe reelle Achse gleich «. 
deren halbe imaginäre Achse gleich 9 ist, wenn ich setze 


a 2 I 
— f} er 
h-— a?’ h— a: 


= 
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Es ist dann 
= Ph —1),, =h-%, 
wenn ich mit 2e den Abstand der Brennpunkte bezeichne. 

Als wirkliche Bahnkurve kommt immer nur einer der beiden Hyperbel- 
zweige in Betracht. Nehme ich etwa den rechten, so wird er durch die 
x-Achse in zwei Hälften zerschnitten. Da der Zweig in diesem Schnitt- 
punkte im Sinne des Variationsproblems einen singulären Punkt hat — es 
ist dort y=0, VU+h=Vy*?+h= sv —, so kommt von diesem Zweige 
für die Untersuchung der konjugierten Punkte nur die eine Hälfte, etwa 
die obere, in Betracht. Ich lege also auf den Teil 

t—- u >0, y>V0 | 
den Punkt P,(x,,y,) und suche einen zu ihm konjugierten Punkt. Ich 
setze #°= u, dann ist 
e@= ulhu—|1), 
die Gleichung der Bahnkurve lautet 


(1.) (— 0” —- yY(hu—1)=hW-—u. 
Es ıst ferner, da P, auf der Kurve liegt, 
(2.) (3%) — yılhu—1l)=hu — u. 


Für die Schnittpunkte der Kurve mit einer unendlich nahen er- 
geben sich die Gleichungen 
(2 — %)2dx, + (hy +2hu— l)du=0, 


(2, — %)2dz, + (hyi + 2hu — 1)du= 0; 
daraus folgt 
3 L— Jg en yYh+2hu—1 
18.) 3m yih+2hu-i' 
Eliminiere ich aus Gleichung (3.) mit Hilfe von (1.) und (2.) y und 


Yı, so folgt schließlich 
(h®— 1) ARE |. A 
h(&, — 0) ' v Bla, — a)? — 
Dabei sind x,y die Koordinaten des zu P, konjugierten Punktes. 
Nun lautet die Gleichung der Kurve 


9)-=1 
P—1% 1-26 


2 h s 
(2, — 20° > a® = R(hß® — 1), folglich y < ©, Ma ur FR 


I —- > 


also ıst 
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Nun ist AP®—1 = («/ß)*, also hß? > 1, erst recht daher 2hP? >1, 
mithin ist y° <0,y imaginär. Es gibt daher hier keinen zu P, konju- 
gierten Punkt. 

(B.) h we a? Mi 0. 
Die Bahnkurven sind Ellipsen, deren eine Achse die x-Achse ist. 


Ihre halben Achsen sınd 
a 1 
Be 2 Pre 


e=Pkh+1), = h-Pt, 
wobei 2e die Entiernung der Brennpunkte ist. 

Durch die x-Achse wird die Ellipse in zwei Hälften zerschnitten; 
aus denselben Gründen wie oben kommt für die Untersuchung nur eine 
Hälfte, etwa die obere, in Betracht, 

—_— a<ci—- u <a, >). 

Ich lege auf diesen Teil den Punkt P(x,,y,). Dann ergeben sich 
unter Berücksichtigung der Gleichung «® = f*(hß” + 1) für die Koordinaten 
xz,y des zu P konjugierten Punktes Q durch eine der vorigen analoge 
Rechnung die Werte 


es ist dann 


(hß? + 1) Fr (hB? + 1)? 
h(z, — &) h’( — 20)” 
Da (2, — u) <e® = P?(hp*+ 1), so ist 

<BR — Ae+ı?__2heH+ı 


s=-%+ 


h? 82 h? ß? 
Daher ist y imaginär, wenn 2hP?+1>0,d.i. 
2h a@+h 


FENE. 2 
a, tl==-7>0, « +h>d0. 


Für a@+Ah>>0 gibt es also keinen zu P konjugierten Punkt. Ich 
betrachte daher den Fall 
a@+h<d0. 
In diesem Falle ist AR<0, «<<, die große Achse der Ellipse 
steht senkrecht zur x-Achse; e* ist gleich — h?*. Für die Koordinaten x, y 
von @& ist 


B- I “er (h 8? .) A y’ = > | a 
I el 


y ist reell, wenn 
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Solche Werte für 2, — x, sind möglich, da aus der Ungleichung 


a +h<<0 leicht folgt, daß «/’® <« ist. Es treten hier konjugierte 
Punkte auf. Die Gleichung 


@- 2) -n)=-—-% 
B lehrt, daß ‚sie auf verschiedenen Seiten 
der großen Achse liegen. Ich nenne 
R} die beiden Kurvenpunkte, deren Ab- 
a 2 szissen gleich 
+ 5 bzw. u — 4 
sind, R und KR’. Dann gibt es zu 











za 0 PA keinem Punkte zwischen R und R 


einen konjugierten, da auf dem Bogen 
3 


104 
RER stets , —% < = 
ist. Für 
a? 
u er iflgt —-.=—a, 
für 
a? 
7 folgt Dee 


e 
Das bedeutet aber: 


Zu jedem Punkte des Bogens AR gibt es einen konjugierten. Be- 
wegt sich P von A bis R, so wandert ®, der konjugierte Punkt, von R’ bis A’. 
Aus der Gleichung 
(2 — %) (2 — %) = 5 
folgt eine einfache geometrische Konstruktion für konjugierte Punkte. Ich 
fälle von P und @ auf die x-Achse die Lote PP’ und 9%’, ich mache 
ferner die Strecke SO = «ee, dann ist X P’SQ’= M. 
Um die Enveloppe der Extremalen zu finden, die durch den Punkt 
P(x,,y,) gehen, eliminiere ich aus den Gleichungen 
(2° + (hr +1) = R(hAt+1), 
(m a) + HYDE = RR HN), 
he — 2) (0 — 2) = (hR®+ 1) 
die Größen 3 und x, und erhalte r als Gleichung der Enveloppe 
(1% 


y? 
Bay tan 


UN 
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Dabei ist ?—= — 3 gesetzt. 


Die Enveloppe ist also eine Ellipse, welche P und seinen Bildpunkt 
in bezug auf die x-Achse zu Brennpunkten hat und die beiden Geraden 
y=tk berührt. 

Diese beiden Geraden bilden die Grenzkurve des mechanischen 
Problems. 

II. U=— y*. 

Als Bahnkurven ergeben sich hier Hyperbeln, deren imaginäre Achse 

die z-Achse ist: 


Y 4(—%) 


— 


p? Pi 


= (hf? —1) 
ist, A die Energiekonstante. 


== |, 


wobeı 


Damit YVU-h reell ist, muß h > Fr sein, also 
l 
Y>,. 
Die Hyperbeln befinden sich daher ganz außerhalb der Grenzkurve, welche 
gebildet wird von den beiden Geraden 


y- I und y-——. 


Vh 
Für Q(z,y), den zu P(x,,%,) konjugierten Punkt, erhält man ähn- 


lich wie im vorigen Falle 


a! 


e* (2, — 29)" 


‘ mo v (hp? — 1)° 
(2.) Yy = #4 h?(x, - %)° f 


(1.) C—-u=- 


Da r—1-5>0, so folgt: 


y° ist stets positiv, y daher reell. Zu jedem Punkte P(x,,y,) ist 
daher ein konjugierter vorhanden. Die Gleichung 
a* 

(1.) (2 — 2) (%ı — %) = — R 
lehrt, daß konjugierte Punkte auf verschiedenen Seiten der Geraden x = z, 
liegen; ferner, wenn 2, — 2, von o bis 0 fällt, fällt 2— x, von 0 bis — w. 
Wenn sich also der Punkt P auf der rechten Hälfte des Hyperbelzweiges 
von dem unendlich fernen bis zum tiefsten Punkte A bewegt, so wandert 
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der konjugierte Punkt @ von A auf der linken Hälfte bis zum unend- 


z[ lich fernen Punkte. Aus Glei- 
chung (1.) ergibt sich auch 
Q . hier eine einfache geometrische 


Konstruktion für konjugierte 
Punkte. Mache ich nämlich 


SO=%, so ist XQSP 














@' oO Den 90°. 

Die Enveloppe erhalte ich durch Elimination von ß, x, aus den 
drei Gleichungen 
_ (hP—1) 

h ’ 
(20) + PR 1)= Ph —ı), 
(m), ty Y=-PRhR—N). 

So erhalte ich die Gleichung 
| Y _(@-) 1. 


(.— 2) (1 — 2) = 


12 y? — k? 
Dabei ıst gesetzt 
1 
Pas 
k PUR h . 


Die Enveloppe der Extremalen, die durch den Punkt P gehen, ist 
eine Hyperbel, deren Brennpunkte P und sein Bildpunkt in bezug auf die 
x-Achse sind. Sie berührt die Grenzkurve ; ihre reelle Achse ist 2k = 2/Vh. 


Zum Schlusse soll hier noch eine Ergänzung gebracht werden zu 
der oben erwähnten Arbeit des Verfassers. Dort ist in $ 19, 8. 68 
bis 72, der Fall 


U=,, k-—1>0 
behandelt. 
Die Gleichung einer Bahnkurve lautet 
drV1 — ko? 
nl 


Dabei sind @,g, willkürlich gewählte Integrationskonstanten. 

Die Kurve ist eine zur Geraden 9 = g, symmetrische Doppelspirale, 
die sich dem Punkte O ständig nähert und ihn unendlich oft umkreist. 

Als Enveloppe aller Extremalen, die durch den Punkt P gehen, 
dessen Koordinaten r=c,9 = 9, Sind, ergibt sich eine zur Geraden = y, 
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symmetrische Doppelspirale, die sich von ihrem Apozentrum, dem Punkte 


r=_, , =, aus nach beiden Seiten dem Punkte O beständig nähert 


Vk’ 


und ihn unendlich oft umkreist. 
Man gewinnt ihre Gleichung durch Elimination von «@ aus den 


Gleichungen 
Ia. — pp = ; k(e? —ı 
cn ARE Ad |, ulk(k@®— u) 2 ulk(e?— u) 
1 — ka?) ne. +] dt 1 di 
Id) 
( ) + ar: er / mi 


ya. — Va? — . 


R duV1— ka? [ | 


74 a 


Es soll nun hier gezeigt werden, daß die Enveloppe gegen das 
Kraftzentrum O konkav ıst. 
Es ıst längs der Enveloppe 


lg TV — ka? . nm» a 
= Je. Tane (a.2.0.,8.70, Zeile 18 v. o.), 
dr rVk(e! — r?) 
Pr + A dr dr dr Or ı or un 
de dÄrdyg dyı\dr "da dr’ 
wobei gesetzt ıst 
ER... 
du 
Eine Kurve ist gegen den Punkt O konkav, wenn die Größe 
K=r+2r”— rr” 
positiv Ist. 
Hier ergibt sich 
x. & de ark(1- = 
K= al dr  1- ke: j 
de 


j, 5ind, wie dort gezeigt wird, positiv, also ıst 


Die Größen 1— ko” und 
auch X positiv, sobald 
dr ark(1 — kr?) 
da ” 1—ka 
Aus Gleichung (Ib.) folgt 
dr ® a a?(1 — kr?) 
da Kira) + Ae,e)]: - 
Dabei ist gesetzt die Funktion 
(1 a? — r?® (I a? — x2)3 Vo: _y: 
Auf Grund der Gleichung (Ib.) nehme ich folgende Umformung vor: 


,(r,a@) +Alc,e)=u(r,e)+ u(c,e). 


r( Va? nr? 5 


33* 
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Dabeı ıst gesetzt 


2(1— ka?) ka? ka Er |. 
II. uX,0) = . ie — an -H - le en Se ee « 
' | ) (Va? — 22)? Bi Ya 1— ka? .< v1 —t 
Nun ıst 
a?(1 — kr?) Bei  kra(ll — - 
r (Va? — r2)? Ida I-kat 
karl — kr?) k? a! Bot Va® _ r2 
= u(r, a) + u(ce,«) — — ————— — — a 
| ) u ) (Va: — r?)} Ve?— r: 1-- ko? 


Berücksichtige ich, daß 





so geht die rechte Seite der Gleichung über in 

a?(1 —kr’)(1—ka?) ka’ll— ka?) ka: ”“du(l — k2a:u‘) 
(6, “ en (Vo! — r?)? 7 Ve®— r2 u 1— ka? J | $ 
Dieser Ausdruck ist positiv; denn nach Gleichung (II.) ist w(c,«) > 0, 
es ist ferner r<eo, 1— kr >1-—ke?>0 (S. 69 und 70 der oben er- 
wähnten Arbeit), schließlich ist die Integrationsvariable u<e, also 


1- Ku’ >1—k’at>0. Daher ist für « < auch der Ausdruck 


vl 
dr ark(i — kr?) 
a 


die Kurve ist daher gegen den Punkt O konkav*). 


uVa? — u? 


*) Diese Arbeit ist als eine Fortsetzung der oben erwähnten Abhandlung des 
Verfassers anzusehen. Die Anregung zur Behandlung der Probleme dieser Art er- 
hielt ich durch Herrn Geheimrat Kneser, dem ich an dieser Stelle meinen Dank 
ausspreche. 
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Demonstration d’un theoreme de Tehebychef 
generalise. 
Par M. Demetrius Grave ä Kiew. 


l. Dans une note, lue le 18 janvier 1856 ä l’"Academie imperiale 
des Sciences de Saint-Petersbourg, sur la construction des cartes geo- 
graphiques, Tchebychef a donne sans demonstration la proposition suivante: 

„D’apres la notation de Lagrange, le rapport d’agrandissement 
s’exprime ainsi 


I/FWw+w)F(W-v) . , 


M : 5 ‚_ t=r—l, 


u eg 
ce quı donne 


l , 1 ö 
lg m : 5 gF(u+vi)+ ,IgFı(u — vi) -—Ig 


< u —u? 
bad e I e 


2 


ou la partie positive, composee des fonctions arbitraires, n’est evidemment 
que l’integrale de cette &quation 
U, U 
‘ D) + n - - 0, 
OU” oO v” 
Donc les &carts du rapport d’agrandıssement dependent des devia- 


” 


. ” . ) ” . ’ ’ ® 
tıons de la fonction | et de l’ınteerale de cette &quation. 
Eee g 1 


Or, d’apres les proprietes remarquables de cette @quation on par- 
vient & reconnaitre que le minimum de deviation de son integrale de la 
. 2 5) . ..9» 
fonetion lg — Fu dans l’espace limite par une courbe quelconque ne peut 
( 
avoir lieu, & moins que la difference 
2 
] 
l Se lg e” 4 e% 


sur cette courbe n’ait constamment la mäme valeur.‘ 
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Le memoire detaille sur la construction des cartes geographiques, 
promis par Tchebychef ä la fin de la note, n’a pas paru. 

J’ai reussi & d@montrer cette remarquable proposition dejä en 1894. 
Le court resume de ma d@monstration a et& presente ä la Section mathe- 
matique du Congres de Caen (1894) de l’ Association Frangaise pour !’avance- 
ment des sciences. 

On peut voir ma note intitulee ‚sur une question de Tchebychef“ 
dans les publications de l’Association (1895). 

On peut trouver la demonstration complete dans mon me&emoire 
etendu sur les cartes geographiques en langue russe (1896). 

2. Dans les cahiers de janvier et de fevrier de 1911 du Bulletin 
des sciences mathematiques ont paru deux notes de M. le professeur 
Darboux concernant le m&me sujet. 

L’illustre geometre dit que la proposition de Tehebychef n’est pas 
demontree, nı m&me &noncee nettement. 

Au lieu de considerer la difference entre le maximum et le mini- 
mum de la fonction 

2 
ud 2er 
pour les valeurs de « et £ limitees par le contour et de faire cette difie- 
rence minimum M. Darboux considere la question du calcul ordinaire des 
variations et cherche le minimum d’une integrale double etendue sur une 
aire, limitee par un contour quelconque, la fonction sous le .signe Integrale 
dependant du rapport d’agrandissement. 

L’idee de considerer l’integrale double n’est pas nouvelle, c’est la 
conception de H. Weber*) (1867) et de Eisenlohr**) (1870). 

3. Je me propose ıcı de reconstituer ma d&emonstration, restee 
inconnue, en envisageant la question sous un point de vue le plus general. 
En effet la proposition de Tehebychef est vraie pour la surface arbitrairement 
choisie ä la seule condition que la courbure de la surface ne change 
de signe pour tout le domaine de la contree represent£e. 

4. Prenons dans notre surface les coordonnees reelles symetriques, 


*) Weber, über ein Prinzip der Abbildung der Teile einer krummen Ober- 
fläche auf eine Ebene. Dieses Journ., B. 67. 
**) Eisenlohr, über die Flächenabbildung. Dieses Journ., B. 72. 
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qui donnent pour la differentielle de l’are d’une courbe trace sur la 
surface la forme 
ds’ = A?(du? + d%), 
ou 4 est une fonction reelle des «, », completement döterminde par la 
forme de la surface. 
Chaque representation conforme de la surface sur un plan s’exprime 
par la formule 
z-+ıy= F(u+ iv) 
oü x,y sont les coordonne&es rectangulaires r&elles sur la carte. 
5. Le rapport d’agrandissement s’exprime par la formule 
_Vda: + dy? 


m = 
ds 


ce qui donne 
Va? + u” VFi(u+iv)f(u— iv) 
m — 
4 2 
ou f(z) est une nouvelle fonction, qu’on obtient par le changement de 
+ven —i. 
Nous aurons 
lem= H—Igı 


In mw 1 & 
I: ; Hi = e lg F’(u+ iv) + R le f (u — iv) 


est une fonction reelle harmonique. 

6. Si nous prenons une telle carte pour laquelle le rapport d’agran- 
dissement conserve une valeur constante le long du contour, nous aurons 
pour tous les points de ce contour 

H=-lgı+C 
ce qui donne les valeurs de la fonction harmonique A sur le contour. 

Or d’apres le principe de Dirichlet la fonction H est bien deter- 
minee pour l’interieur du contour. 

L’equation (1.) determine la foncetion F (w +») quand la fonc- 
tion H est dejä connue. 

Nous voyons qu’on peut trouver la carte avec un constant rapport 
d’agrandissement sur Je coutour. 

7. Pour d&montrer la proposition de Tehebychef considerons le 
domaine de la surface oü la courbure est positive. Les considerations 


resteront les m&mes pour le cas de la courbure negative. 
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Nous pouvons appeler ”amplitude la difference entre le maximum 
et le minimum de la foncetion lg m, pour tous les points sur le contour 
et ä& son Interieur. 

C'est cette amplitude qu’il faut faire minimum dans la question de 
Tehebychef. 

La constante additive ne changeant pas l’amplitude, nous pouvons 
considerer la carte pour laquelle la fonetion lg m est nulle sur le contour. 

8. Lemme. Si la fonetion: H — IgA est nulle sur le contour, elle 
reste negative pour tous les points de l’interieur. | 

Supposons le contraire, c’est-ä-dire l’existence de valeurs positives 
de la difference 7 —IgA & l’interieur du contour. Prenons la valeur 
maximum de ces valeurs positives. Cette valeur maximum correspondra 
au point (uw,®) de V’ınterieur. 

Nous obtenons pour ce point les inegalites necessaires 

5%(H — le 2) ö2(H — le 2) 
ou? ov? — 0. 
En prenant la somme des parties gauches, nous aurons 
2K<0, 
ou Ä est la courbure de la surface. L’impossibilit@ de la derniere inegalite 


<0, 


demontre le lemme propose. 
9. Considerons les deux differences 
H—Ilgeı, H,— lei 
ou H et H, sont les deux fonctions harmoniques dont la derniere H, 
est arbitraire tandis que la premiere A est celle du $6 qui donne la 
difference nulle sur le contour. 

Pour d&montrer la proposition de Tchebychef il ne reste qu’ä faire 
voir, que l’amplitude de la fonction 7, —1g4 est plus grande que celle 
de la foncetion H—IgA. 

En effet, designons par A la plus grande valeur de HA, —IgA sur 
le contour et posons H,= H,— 4A. Alors la difference H,—Igı aura la 
me&me amplitude que la difference H,—1g4 et nous n’avons qu’ä com- 
parer les amplitudes des deux differences 

H—Ilgı, H,—1gA. 

Nous devons naturellement supposer, que la difference H, —IgA 

n’a pas une valeur constante sur le contour, c’est-ä-dire, que la difference 
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H,—1gı etant nulle pour le point A doit avoir des valeurs negatives 
sur le contour. 

La difference 

H,— H=(H,—Ig4) — (H —Igi) 
est une fonction harmonique qui a sur le contour les m&@mes valeurs que 
la fonction H, — lg 4. 

D’apres les proprietes remarquables des fonctions harmoniques nous 
pouvons conclure que la fonction H,— Ha des valeurs negatives pour 
tous les points & l’interieur. 

L’equation 

H,—l\gı=H—1gı+(H, — H) 
nous montre que la foncetion HA, —1g4 etant nulle pour un ou plusieurs 
points du contour prend des valeurs negatives pour les autres points du 
contour et de son interieur. 

Toutes les valeurs que prend la fonction H,—1g4 ä lVinterieur du 
contour sont plus petites que les valeurs correspondantes de la fonction 
H—Ig4. 

Nous sommes amenes ä la conclusion que l’amplitude de la fonc- 
tion H, —1g4 est plus grande que celle de la fonction H—IgA et la 
proposition de Tehebychef est demontree. 

10. Il est aise & demontrer que le theoreme de Tehebychef n'est 
plus exacte, si la courbure de la surface change son signe dans le domaine 
considere. Alors la meilleure representation au sens de Tchebychef jouit 
de proprietes toutes differentes. 

Ce sont les questions que je me propose de traiter dans un autre 


memoire. 
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or 
I) 


Ein Beweis für die Zerlegbarkeit der Primzahlen 
von der Form 62 +1 in ein einfaches und ein 
dreifaches Quadrat. 


Von Herrn Lothar von Schrutka in Wien. 


1. Einleitung. 

In seiner im Jahre 1906 bei Kästner ın Göttingen gedruckten Disser- 
tation „Anwendungen einer Formel aus der Theorie der quadratischen Reste‘, 
von der auch ein Teil und zwar gerade der hier am meisten in Betracht 
kommende in diesem Journal, Band 132, Heft 3, S. 238 abgedruckt ist, 
hat mein Freund Dr. Ernst Jacobsthal eine interessante Bestimmung der 
Basen a und 5b in der bekannten für jede Primzahl » von der Form 
4n + 1 giltigen Gleichung 

p= a? + 
geliefert. Ich will im folgenden zeigen, daß sich eine ähnliche Bestimmung 
auch für die Basen a,b in der Gleichung 
p= a?’ + 3b*, 
die für Primzahlen p von der Form 6n + 1 besteht, ausführen läßt. 


2. Summen n-ter Art. 
Ist p eine ungerade Primzahl und wird mit Legendre e gleich 


pr—1 
dem absolut kleinsten Rest von m * nach dem Modul p gesetzt, so hat 


bekanntlich (53 nur die Werte 1, —1 oder 0 und die Anzahl der 


Wurzeln der Kongruenz 


= m (p) 
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beträgt 1+ > Ferner soll mit Jacobsthal eine Summe 


ih 
er) 
0 p 
eine Summe n-ter Art genannt werden, wenn f(i) eine ganze ganzzahlige 


Funktion n-ten Grades von i bedeutet. 


3. Bestimmung der Summen erster Art. 


Für den Wert der Summen erster Art gibt Jacobsthal (Diss., Kap. I, 
$ 1) die (leicht zu GEN Formel 


(1.) 2) =-rQ)ı-G 


4. Bestimmung der Summen zweiter Art. 


u 








Auch die Summen zweiter Art können in jedem Fall bestimmt 
werden (Jacobsthal, Diss., Kap. 1,$2; dieses Journal, a.a.0.,$1). Ist «#0 (p) 
(für «= 0 kommt man auf die Summen erster Art zurück), so kann 
kg een, ausgeführt werden: 


2: u” + nn "= ArIla 2) = (+) 2: (> ). 


Zuitv=k, W"—-4uw=D 
gesetzt ist. Ferner ist, wie sam gezeigt werden wird, 
r—1 ‚k2 _ 

(2.) v(D)= &()-p-1-()); 


somit ergibt sich - allgemeine Formel 


(3) 2 (N) -()p-1-(2)] 
»oR-GR-G)] 


Von den drei Beweisen, die Jacobsthal für die Gleichung (2.) gibt, 
möge hier der erste mit einer kleinen Vereinfachung reproduziert werden. 


Man hat für #0 (p) 
m ml ED _- ‚D 
virD)=- 2) Frl ) 


-2e.(C)E ZW (2) viD) = viD), 


somit besitzt w(D) nur drei verschiedene Werte 


v(0)=p—1, y(l) und w(N), 


wo 





34* 
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wo N irgend einen quadratischen Nichtrest von p bedeutet. 
Also ist 


p—l 


p—1 
30 y(D)=p—1+", [p()+YiN)]; 


0 
andererseits ist 


p—1 2_D p—1 p—1 ‚KR _D 
h ) D = r ä = 4 D - —=(, 
2 D->PTZ I PR) 
somit 


pP 1+ Wa) +wN]=0, yil)+Y(N)=—2. 


Man hat nun noch 


k+1 
BT ai. (Ei): Be >; 
IF ee 
denn setzt man 
ER: 
k—-1 
so wird 
Beer 
ar 


und die Werte 0,1,...9—2 von %k entsprechen (in anderer Ordnung) 
genau denselben Werten von /. 

Also ist schließlich auch 

viN)=-1, 
woraus die Formel (2.) folgt. 
5. Zusammenstellung einiger Sätze über kubische Reste. 

Je nachdem die Primzahl p=5 oder =1 (6) ist, ist jede zu p 
teilerfremde Zahl kubischer Rest oder es zerfallen die p—1 zu p teiler- 
iremden Zahlen 

1,2,3,..27—1 
in drei gleichgroße Klassen, von denen eine (I) die kubischen Reste R, 
enthält, während die beiden andern (II, III) die kubischen Nichtreste N, 
enthalten. Die kubischen Reste von p seien 


(I) FE RE 

dann heißen die Zahlen der beiden anderen Klassen 
(II) N, NuRs, NuRs,..-; 
(III) N7, Nu Rs, NuRs, ..- ; 


hier bedeutet N, eine ganz beliebige Zahl aus der Klasse (II), Für jeden 
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kubischen Rest R, hat die Kongruenz 
©" —=R, (p) 
drei Lösungen; ist x eine davon, so heißen die beiden anderen jz und 
7x, wo 7 eine primitive Lösung der Kongruenz 
?=1 (p) 
bedeutet. Die ?* -ten Potenzen haben in jeder der drei Klassen I, IT, III 
nach dem Modul p einen bestimmten Wert. In der Klasse I ist dieser 1, 
in II 7 oder 7”, in III 7° oder j. Die Bezeichnungen seien so gewählt, 
p—1 
daB N,’ = 7 ıst. 
Die öfters verwendete Relation 
l+5j+57=0 (p) 
möge noch angemerkt werden. (Man sehe für diese Nummer etwa 
Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Aufl., Braunschweig 1894, $ 31.) 


6. Die Summe vierter Art g(w). 


Es werde nun die Summe vierter Art 


a. y 
= (,)( ar pw) 


gesetzt. Man erkennt sofort, daß 


yo)=p—1 
ist. Ist u#0 (p), so sind unter den p Summanden von y(u) diejenigen 
gleich 0, in denen © = 0 oder gleich einer Lösung der Kongruenz 2° = — u 


ist. Für p=5 (6) sind dies immer zwei Summanden, demnach 
Yu) =1 (2); 
für p = 1 (6) hingegen sind es vier oder einer, je nachdem u (oder — u) 
kubischer Rest oder Nichtrest ist, also ist dann 
(4.) p(R)=1 (2), Y(N,) = 0 (2). 


7. Anzahl der verschiedenen Werte von (u). 
Man hat ferner 


ur _ Pariser, _ I EN EN Hu, 7 ” 
u FICHTE EN rw =, 
sobald 2#0 (p) ist. Hieraus folgt, daß p(u) (abgesehen von y(0)=p—1) 


für eine Primzahl p = 5 (6) nur einen einzigen Wert 


=" : = 


0 
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für eine Primzahl p = 1 (6) hingegen, den drei Klassen in Nr. 5 entsprechend, 
drei Werte 

Y(l)= 9%, P(Nu)= Yu; P(Nn)= Pın 
besitzt. Diese drei Werte sind sämtlich durch 3 teilbar. In der Tat ıst 


wel ADC 


wenn & N eine Wurzel von A — R, bedeutet; nun ist aber sowohl 





= j', als auch 57° quadratischer Rest, somit 


Kombiniert man dies mit den Kongruenzen (4.), so folgt 
(5.) p% = 3 (6), Yun =0 (6), Yın = 0 (6). 
s. Summe der verschiedenen Werte von 9 («); Erledigung des Falles y = 5 (6). 


Die Summe Zu (u) läßt sich leicht berechnen. Man hat nämlich nach 
0 
Formel (2.) 
FW FECTH)- Fr) -@)]- 
0 ” p p p 
Hieraus folgt weiter wegen (0 ve p—1 


r—1 
pw) =-(P-1), 
daher für 9=5 (6) 


dagegen für p=1 (6) 


—1 
a (Yı + Put Ppn)=—- (PN), 


somit 
pıt Put Ym = —3 


oder 


(6.) + m-—1. 


Der Falp=5 (6) . somit vollständig erledigt, und es soll ferner- 
hin immer p = 1 (6) vorausgesetzt werden. 


9. Summe der Quadrate der verschiedenen Werte von y(u). 
Für = 1(6) ist nach den 9 au der Nr. 7 


p—1 
zu Y(u)=(p—1’+° I fg? + Pu + Pin)- 


Andrerseits hat man 
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FO FFIHIFOT 


” Fir HE 2: it nn zer 
somit Kr Formel (3.) 


Fro-2OO- Pe 
= 3 er D Ze(>) )( de. B2 OFIGIC + ") 
oder wegen (4 )= 0 | 


u D-CH]-re-n:3 


Die Vergleichung der beiden Resultate lehrt, daß 


u 


1 | 
p—-1+3[yi+ Ya+ Ym]=3p 
oder 


Yı]? Pl N u ES PEN 2.2. 
17.) 31+13 u: Ss Sehr 
ist. Diese Formel (samt Deduktion) findet sich übrigens auch bei Jacobs- 


thal (Diss., Kap. II, $ 3). 


10. Summe der Produkte je zweier Werte von y (w). 


Man betrachte jetzt noch die Summe 
p—1 
Su Y(Nıu)yp (NT u); 
nach Nr. 7 ist sie gleich 
(P— 1% + 2 I pr Pın + PnPıt PıPu)- 


Andererseits hat man Ar wie in Nr. 9) 
1 p—1 


u we ; EEE U 
KIT BI DSF OT TOT GEL 
2 2 ar) 
somit nach Formel (3.) 


GG) - 
-2 FOREN) 


oder wegen 2: (5) = (0 
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p—1 
zu P(Nnu)y(Nınu)= 0, 
denn der Ausdruck 
Ni? Bi N rt” r N (N Ü re vi) 
wird, weil N, kubischer Nichtrest ist, nur dann durch p teilbar, wenn 
i=t’=0 it. 


Somit ist 


(pP — 1)‘ +? u; ep + Pm$Pı + Pıfu) = = ®., 
(8.) eu. yu pi, M,gu_ __P-1 


33 Re 
Diese Relation könnte man auch aus (6.) und (7.) ableiten, indem 
man (6.) quadriert und (7.) abzieht. 


ll. Anwendung auf die Zerlegung von p in ein einfaches 
und ein dreifaches Quadrat. 


Die Kombination der Formeln (7.) und (8.) ergibt nun 


[+ [2° + TAT m. en Mu” 9A: M_ 9m _ 
oder nach einer einfachen ER, 


pn mp 13 [” Zn -9» 


6 
Die Ausdrücke 


=“ 2 na ee in 


_ Pu pn 
.. 6 


sind nach (5.) ganze Zahlen, also folgt: Jede Primzahl p = 1 (6) läßt sich 
als Summe eines einfachen und eines dreifachen Quadrats darstellen : 


p = a? + 3b. 
Für die Basis « kann nach (6.) auch der Ausdruck 


(9.) a= rn = 
gewählt werden. Hieraus folgt wegen (5.) 


a=2 (3), 


wodurch das Vorzeichen von a festgelegt ist. Für 5b ist eine solche Fest- 
legung unmöglich, da ja die Wahl eines Nichtrestes N,,, aus der Klasse III 
an Stelle von N,, das Vorzeichen von 5b ändert. 
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12. Bestimmung der Basen « und 5 als absolut kleinste Reste. 


Die Basen a und b können als absolut kleinste Reste folgender- 
maßen bestimmt werden. Man hat 


vr—1 ,, 2 
r—1 Wen . vr—1 r—1 rv—-1 2 p v—1l Be v—1 ae‘ 
+ Wi 2 BR nn 1 3 - a z 
plu) = Zi ( )= 2: (?° + wur) — Si > a We.g® u > 
0 p 0 0 0 l- 
vr—1 
= Bu” Erg” 
0 0 
Nun ist bekanntlich 
p—1l 
< . 
Zi” = —1 oder 0 (p), 


0 


je nachdem s durch p — 1 teilbar ıst oder nicht; somit ist 


f 


Au p—1 neh. BR —1 
= — 2 u’ - 2 u’ = — 2 ey 
p(u) 21 1 u =)" 
6 we \6 
also 
p—1\ 
2 
9, = — p»—1 — 1 
6 
2»—i 
2 
m p—1 u 
6 
Er 
2 
rn = (>, ”- l 
KM 
Hieraus folgt 
p—1 
= y 
‚8 
o—1 
Fra bi 
b= p—1 } — (p). 
6 
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260 v. Schrutka, Zerlegbarkeit der Primzahlen 6n + 1 in Quadrate. 


13. Definition gewisser „Sequenzen“ von quadratischen Resten und Nichtresten. 


Analog wie es Jacobsthal in Kapitel III seiner Dissertation (im 
Abdruck in diesem Journal, Bd. 132 nicht enthalten) tut, kann man auch 
hier die Summe „(u) benutzen, um gewisse Resultate betreffend die Ver- 
teilung der quadratischen Reste und Nichtreste zu erhalten. Hierbei er- 
geben sich auch noch genauere Bestimmungen für die Basis a. 

Man denke sich unter jede der Zahlen 


(10.) 6,328... 


R oder N geschrieben, je nachdem sie quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist (der Platz unter 0 ist leer zu lassen); dann bedeute (in An- 
lehnung an Jacobsthals Bezeichnung, aber mit einer kleinen Abweichung) 
z.B. RRNR, wie oft sich an irgend einer Stelle ©, der Stelle +1, dann 
? - 7 und @©-+ 7°” die Buchstaben R, R, N, R befinden, wobei die Reihe (10.) 
als zyklisch geschlossen anzusehen ist. Im ganzen sind 16 verschiedene 
solche ‚‚Sequenzen‘‘ möglich: R,R,R,R; R,R,R,N;...N,N,N,N. Die 
Anzahl aller (gleichen oder verschiedenen) in (10.) enthaltenen Sequenzen 
hingegen beträgt offenbar p — 4, da diejenigen, bei denen eine der vier 
Stellen 0 ist, wegfallen. 


14. Aufstellung einer Funktion, welche die 16 Sequenzenanzahlen liefert. 


Um die 16 Sequenzenanzahlen zu bestimmen, betrachte man die 
folgende Summe 


Te nn } + „Gl + 4 Ih + # Go r& (E | ) 


wo f alle Zahlen (10.), ausgenommen 0, 9p—1, p— 7, p— 7° durchläuft. 
Man erkennt leicht, daß 


v+1,+1,+1,+1)=16RRRR, 
v(+1,+1,+1,—1)=16RRRN, 
v(—1,—1,—1,—1)=16NNNN 
ist. 
Führt man in w(e,,&,&3,&,) die Multiplikation aus und ordnet 


nach &,.&, &, #,, So erhält man zunächst p—4, dann vier Glieder, die 
&,, 89,83, #, als Faktoren enthalten, dann sechs Glieder mit &, 8, & #3, &1&,, 
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&9&g, &9&4, &3&,, Vier Glieder mit &,6,2;, &, 8584, &89&4, &a&z&,, endlich ein Glied 
mit &%5%#,. Zufolge der Summationsbedingung für f sind die Koeffi- 
zienten in diesen Gliedergruppen der Reihe nach: Summen erster Art, in 
denen drei Glieder fehlen; Summen zweiter Art, in denen zwei Glieder 
fehlen; Summen dritter Art, in denen ein Glied fehlt; endlich eine Summe 
vierter Art. 

Die Bestimmung dieser Koeffizienten wird wesentlich durch die 
Bemerkung erleichtert, daß w(e,, &, &, &,) IN &,, &, &, symmetrisch ist. In 
der Tat wird w(e,, &,, #3, &,) durch die Substitution f=7f’ in 


Ian In) OR Ee) TEETCERD IRRE) 
- zr[1 + „ll x (All + | „le: nf +4 di; 4 2) 


= W(E), &,, 83, 9) 

übergeführt; also gestattet ıy(e,, &;, &, &,) die zyklischen Permutationen von 
&9, &, &), ist daher zweiwertig oder symmetrisch ın diesen Argumenten. 
Der erste der beiden Fälle ist auszuschließen; denn die Funktion 

WE], Ey, &g, &) — Wr, E95 &4, &5) 
ist alternierend, demnach durch das Differenzprodukt von &. &, &, teilbar, 
da sie aber in jeder der drei Größen :,, &,, &, linear ist, so muß sie iden- 
tisch verschwinden; somit gilt 

(Eis &a, &5 &4) = WlEr, #2, &, 85); 
y ist also symmetrisch, wie behauptet wurde. Unter den 16 Koeffizienten 
von ıw kommen daher höchstens 8 verschiedene vor. 

Es möge jetzt noch 


)-D-5-. FI-EI-5I- 
H-()=-(Z)= nu 


gesetzt werden. Dann ist der Koeffizient bei &, 


»()-3G)-G)-5)-CH--3 
der bei &, 
> )-36)-G)-CH)-C5P)--1-0- 10, 


die Koeffizienten bei e, und &, haben wegen der Symmetrie ebenfalls den 
36* 


also 
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Wert -—1— w—nw. Der Koeffizient bei &,., ist 


> VEH-EHH-HAH-CHeHH 
- 2) - F)- (EM) =--1-0-n0 


(nach Formel (3.)), ebenso groß sind die Koeffizienten bei &,&,, &,8,. Der 





Koeffizient bei &,8, ist 


HI-FRHI-IH-FICH 


- 2 maran)-ı 


denselben Wert haben die Koeffizienten bei &,8,, &&. Die Koeffizienten 
bei &, 8,8; . &)&g8,, &1&,&, Stimmen wieder überein; es werde etwa der letzte 





rm 


berechnet: 


2 HEIEN-EICHEH-DAHHIHH 


PA P— + 


de u Er TE nW» w=K-—|l. 
#1 )-n7-n | 





wo K als Abkürzung für die Summe dritter Art stehen möge. Ähnlich 
ist der Koeffizient von eat 


2 HAIH-TFIHAHH-HHIH 


vr—1 an 
=  ; 


(Die hier Z genannte Summe dritter Art aan bei Jacobsthal, 
Diss,, Kap. II, $4 als %,(1) vor.) Endlich ist der Koeffizient bei &, 8,838, 


ECHT -FEHHEHEH 


nF 
5 ")= pP) = gr. 





—1=L-1. 





»—1yy 
5 
Somit ist das Resultat folgendes: 
v(e,,i,u4)=Pp—4—3n:& 
(l1+v0+70) [+8 +, +&48+&&+ &ı&] 
—(2+n) [88 ta +84] + (K—1) -[eieges + Etats + &itstı] 


+ (2-1) 8844 Pr &ig&- 


15. Tabelle der 16 Sequenzenanzahlen. 


Hieraus können nun die 16 Anzahlfunktionen bestimmt werden: 
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() 16 RRRR =pP —- 2% —6n—6(l+n)wo+3K+L+y, 








16 RRRN 

(v.) 16 RRNR’=p— 2—2n—2(1+n)»— K—-L-g,., 
16 RNRR| 
16 RRNN 

(vv?) 16 RNRN =» —2n+2(1+n)w K+L+y,, 
16 RNNR 

(iv) 16 RNNN =p— 6—6n7+6(l+n)»o+3K— L—Y,, 

(v) 16 NRRR =p— 8 —3K+L-9, 
16 NRRN\| 

(wi) 16 NRNR!=p— 2+4n +  K-L+ eg, 
16 NNRR 
16 NRNN 

(wii) 16 NNRN\=p— 4447 + K+Ll-g. 
16 NNNR| 

(vir:) 16 NNNN =p9— 6 —3K—L+yı. 


16. Folgerungen aus den Formeln in Nr. 15. 


Aus diesen 8 Formeln können nun interessante Schlüsse gezogen 
werden. Es werde jedoch noch vorausgeschickt, daß ZL=1 (3) ıst. In 
der Tat ist ja (vgl. Nr. 7) 

1 +1 (je) +1 (ja +1 R+1 

er] rm), 
wo x jedesmal eine Lösung von 2° = R, (p) bedeutet. 

Nun folgt, weil ja 9, = 0 (3) ist (Nr. 7), daß 

RRRR=RNNN=NRRR=NNNN=0 (3) 
ist. 

Ferner ergibt die Addition von (v) und (vir:i) 

16(NRRR+NNNN)=2p—14—6K, 


somit 
2p—14—6K=0 (48), 


hieraus insbesondere 


oder, weil —p— 1 gerade ist, 
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K ist also gerade, was sich auch direkt beweisen ließe. 
Die Addition von (v), zweimal (v:) und einmal (vi:) liefert 
16(NRRR+NREN+ NRNR+NRNN)=4p+ 12n— 16, 


somit 
4p+127=0 (16), 


p=n (4), 
also 
p—1 


ul), 
den ersten Ergänzungssatz des quadratischen Reziprozitätsgesetzes. 
Die Addition von (?v) und (vei:) ergibt 
16(RNNN+- NNNN)=2p —12—6n7n+6(1+n)»—2L, 


somit 
2p—6—-6(l+n)1-o)—2L=0 (48), 
(11.) L=p—-3—3(1+n)(1—w) (24). 
Nun ist 
p=n (4), 
daher, weil 1— w jedenfalls gerade ist, 
3p(l-0)=3n(l—w) (24), 


also 
(12) =» —-3-3(14p)(1— w)= (—2+3w)p + (—-6+3w) (24). 
Weiter folgt aus (11.), da (l1+n)(1— w) jedenfalls durch 4 teil- 
bar ist, 
L=p-3 (12), 
ferner wegen p=1 (6) 
„4 (6). 


L ıst also ebenfalls gerade (was wieder auch direkt erhalten werden kann). 
Wegen p=n (4) ist auch noch 
L=n—-3=n+l1 (4). 
Und nun ergibt etwa (vieve) 
o=p-6-3° I -Iry (2), 
p=L-—1 (24); 
daraus folgt nach (9.) 


(12). 


Hierfür kann wegen (12.) auch 
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1 4 
a= ;[(- 2+3w)p+ (-6+30)] = ( 2 +30) P*! 2 (12) 


_ 


gesetzt werden. Ist nun p=1 (12), ? ie daher = 1 (6), so folgt hieraus 


a+2 
—2+30 = 
- 3w p+1 (12) 


2 
Hiernach ist ın diesem Falle das Symbol »® = pr 7) durch a be- 


stimmt. Die Formel kann noch vereinfacht werden, indem der Modul 4 
eingeführt wird: 


2-0= 7 (4), 
2 
p+1 
a — (4 +2) -— 2 (4) 
oder 
IE: 
=-49, (4) 


Anders ım Falle »=7 (12). Hier ist e e — 4 (6), also wegen 
PER SCHE NERRRE (07 > \ERRTE 
a=2 (6), 
ein Resultat, das sich aber auch direkt ohne weiteres ergibt. Es zeigt 


sich hier also ein bemerkenswerter Unterschied zwischen den Primzahlen 
12n+1 und 12n-+7. 
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Zur Theorie der Funktionale. 


Von Herrn Ernst Jacobsthal in Berlin. 


Einleitung. 


Die Theorie der algebraischen Zahlen begründet 4. Weber im zweiten 
Bande seiner Algebra unter Benutzung des Kroneckerschen Hilfsmittels 
der unbestimmten Größen. Erweitert man den vorgelegten algebraischen 
Zahlkörper durch Adjunktion der sogenannten Funktionde zu einem 
Funktionalkörper, so liegt bei dem Beweise, daß in dem so erweiterten 
Bereich jede ganze Größe in endlicher und eindeutiger Weise als Produkt 
von Primgrößen darstellbar ist, der Kernpunkt der Untersuchung in dem 
Nachweis, daß n ganze Größen in dem so erweiterten Bereich stets einen 
größten gemeinsamen Teiler besitzen, der sich als Linearform jener n Größen 
darstellt. Dieses Ergebnis nun steht, wie im folgenden gezeigt werden 
soll, in allerengstem Zusammenhange mit einem bekannten Fundamental- 
satz, der zuerst von HAurwitz zur Begründung des Hauptsatzes der Ideal- 
theorie herangezogen worden ist. Gewonnen wird dieser Zusammenhang, 
indem die Existenz des größten gemeinsamen Teilers gefolgert wird aus 
einer leicht beweisbaren Eigenschaft, die jedem ganzen oder gebrochenen 
Funktional zukommt und jenen Fundamentalsatz nach sich zieht, aber 
auch ebenso unmittelbar aus ihm abgelesen werden kann. 


81. 
Wir stellen zunächst die nötigen Definitionen und Sätze zusammen, 
soweit wir sie im folgenden brauchen *). 


*, Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Auflage, Bd. II, $ 151 ff. Siehe 
auch ebenda S. 558f. die nötigen Literaturnachweise. Wir zitieren im folgenden 


Webers Algebra kurz mit A. 
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Es sei uns ein algebraischer Zahlkörper n-ten Grades gegeben. Wir 
betrachten nun die ganzen rationalen Funktionen von irgend welchen 
unabhängigen Veränderlichen z,y,2,u,..., setzen aber voraus, daß die 
Koeffizienten dieser Funktionen Zahlen des zugrunde gelegten alge- 
braischen Zahlkörpers sind. Die einzelnen Glieder einer solchen Funktion 
p= Zax’y’z'... sollen dabei so zusammengefaßt sein, daß ein und dasselbe 
Potenzprodukt z’y’z’... nur ein einziges Mal vorkommt. Es wird nur 
dann eine solche Funktion gleich Null gesetzt, wenn alle Koeffizienten 
gleich Null sind. Zwei Funktionen heißen einander gleich, wenn sie 
dieselben Produkte z’y’2’..-, mit denselben Koeffizienten versehen, ent- 
halten. — Jede solche Funktion p mit rationalen Koeffizienten läßt sich ein- 
deutig in die Form p = gE setzen, wo g eine rationale positive Zahl ist und E 
eine primitwe Funktion bedeutet, d. h. eine ganze Funktion, deren ratio- 
nale ganzzahlige Koeffizienten keinen gemeinsamen Teiler besitzen. Be- 
kanntlich ist das Produkt zweier primitiven Funktionen E,E’ wieder eine 
primitive Funktion. Ist gE=gE, so ist g=g’ undE=E" 

Bilden wir nun aus zwei ganzen Funktionen p,w, deren Koeffi- 


zienten Zahlen unseres algebraischen Zahlkörpers sind, den Quotienten 


= 2 so nennen wir » ein Funktional unseres Körpers. Ein Funktiona 


ist also eine ganze oder gebrochene Funktion von irgend welchen Variablen, 
deren Koeffizienten unserem Körper angehören. 

Zwei Funktionale = und 5, sind dann und nur dann gleich, wenn 
yy=yy ist. 

Die Zahlen des algebraischen Zahlkörpers sind unter den Funk- 
tionalen mit inbegriffen. 

Die Gesamtheit der Funktionale bildet nun einen Körper, den 
Funktionalkörper, der unseren algebraischen Zahlkörper als Teiler enthält. 
Denn die Anwendung der vier Grundrechnungsarten auf zwei rationale 
Funktionen liefert wieder eine rationale Funktion, deren Koeffizienten dem 
gegebenen Zahlkörper angehören, falls die Koeffizienten der Ausgangs- 
funktionen ihm bereits angehörten. — Sind die Koeffizienten eines Funk- 
tionals rationale Zahlen, so heißt das Funktional ein rationales Funktional. 

Es sei ein Funktional » = w, gegeben. Substituiert man in w, für 
die Koeffizienten die konjugierten Werte, die einem bestimmten der 

Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 4. 36 
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unserem Zahlkörper konjugierten Körper angehören, so erhält man ein 

konjugiertes Funktional. Im ganzen erhalten wir also die n» konjugierten 

Funktionale w,, @,@;,...@,. Ihr Produkt N(wo) = ww, w, ist ein 

rationales RERENR und heißt die Norm von w. Das Funktional 
(w 


WW; ++ W, = — — gehört demselben Funktionalkörper wie w, an. 
Om 


Es sei uns nun ein Funktional »® gegeben, t eine Variable, die in 
w nicht vorkommt; bilde ich dann zum Funktional (t— w) die Norm, so 
hat dieses rationale Funktional die Gestalt 

G(t)= N(t— wo) = "+ Bt"!+...+B,. 
Hier sind die B, rationale Funktionale, die die Variable 2 nicht ent- 
halten, und es ist offenbar G@(w) =0. Jedes Funktional mit algebraischen 
Koeffizienten genügt also einer Gleichung n-ten Grades, in der die Koeffi- 
zienten rationale Funktionale sind und der Koeffizient der höchsten Potenz 
der Unbekannten gleich Eins ist. 

Kann @(t) nicht als Produkt zweier ganzen Funktionen von i dar- 
gestellt werden, deren Koeffizienten wieder rationale Funktionale sind, so heißt 
@(t) ım Körper der rationalen Funktionale irreduzibel. Ist aber @(t) in dem 
soeben angegebenen Sinne zerlegbar, dann heißt @(t) reduzibel; es genügt w 
dann bereits einer Gleichung niedrigeren Grades. Die Gleichung niedrigsten 
Grades für w mit Koeffizienten, die dem Körper der rationalen Funktionale 
angehören und deren höchster gleich Eins ist, sei F(t)=0. Es zeigt sich 
dann, daß F(t) irreduzibel und N (t— w) = (F(t))” ist; demnach ist der 
Grad von F ein Teiler von n. 

Es sei R ein rationales Funktional. Dann läßt sich R in die Form 


setzen R= Zu wo P,, P, primitive Funktionen und r eine positive ra- 
tionale Zahl ist. Es ergibt sich, daß die Zahl r und der Quotient z, durch 
R eindeutig bestimmt sind. Wir nennen die positive Zahl r den absoluten 
Betrag von R und setzen r= R. 

Sind R,, R, rationale Funktionale, so folgt: 

‚R, R, ” R . ‚Re. 
Sind w, w’ zwei beliebige Funktionale, so ist stets: 
N(vw)=N(w)- N (w’). 

Man nennt nun den absoluten Betrag von N (w) die absolute Norm 

von » und setzt N,(w)= |N(w)|; aus den obigen Formeln folgt daher 
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N, (ww’)=N,(w) - N, (w’). 

Wir stellen jetzt folgende Definitionen *) auf: 

I. Eın rationales Funktional R heißt ganz, wenn |R| eine ganze 
Zahl est. 

Daraus folgt sofort, daß R+ R,, RR, ganz sind, falls $ und X, 
ganz sind. 

II. Ein Funktional w heißt ganz, wenn es die Wurzel einer Gleichung 

G(t)=t"+ Rt" +... + R„= 0 
ist, in der die Koeffizienten R, ganze rationale Funktionale im Sinne der 
Definition 1 sind. 

Hierzu ist zu bemerken**): 1. Ein nach II ganzes und außerdem 
rationales Funktional ist auch im Sinne von I ein ganzes rationales Funk- 
tional. 2.Ist & nach Il ganz, so hat die irreduzible Gleichung, der w genügt, 
ebenfalls die Eigenschaft, daß ihre Koeffizienten im Sinne von I ganz 
sind, falls der höchste Koeffizient gleich Eins ist. 3. Sind », w’ ganz, so 
sind» + w’,ww’ auch ganz. 4. Ist das rationale Funktional R eine Zahl r, 
so ist |r|=|R|. Ein rationales ganzes Yunktional, das eine Zahl ist, ist 
also eine rationale ganze Zahl. Daraus folgt, daß ein ganzes algebraisches 
Funktional, das eine Zahl ist, eine ganze algebraische Zahl ist. 

Ist w ganz, so ist N,(») eine positive ganze Zahl. 

III. Sind «,ß ganze Funktionale und ıst auch «: ganz, so heißt 
«@ durch P teilbar. 

Es folgt sofort: 1. Sind «,,@&,...c, alle durch 9 teilbar und 
565... 6, ganze Funktionale, so ist auch &S, + +++ a,f, durch 
P teilbar. 2. Ist « durch £ und / durch y teilbar, dann ist auch « 
durch y teilbar. 


IV. Ist & ein ganzes Funktional und auch n ganz, so heißt & eine 


Einheit. Zwei ganze Funktionale, deren Quotient eine Einheit ist, heißen 
assozivert. 





*) Erst werden hier die rationalen ganzen Funktionale und dann die algebraisch 
ganzen Funktionale definiert. Es läßt sich zeigen, daß man ganz allgemein unsere 
beiden Definitionen durch‘ folgende Definition ersetzen kann: ein Funktional w heißt 
ganz, wenn eine primitive Funktion P existiert, so daß wP eine ganze Funktion mit 
ganzen Koeffizienten ist. 

**, Die Beweise zu diesen Bemerkungen siehe A., S. 574f. 

36* 
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Sind «,/ assoziiert, so ist ?= ae, wo & eine Einheit ist. Sind 
. . . € . . 
e,e’ Einheiten, so sind auch e#’, 7 Einheiten. 


Ein ganzes Funktional e ist als Einheit völlig durch N,(e)=1 
charakterisiert*). Ist « durch / teilbar, so ist auch wegen «= ßy und 
N,(e)= N,(P)N,.(y) die Zahl N,(«) durch N,(P) teilbar. Jede primitive 
Funktion und ihr reziproker Wert ist eine Einheit. Ist » ganz, so sind 
auch die konjugierten Funktionale ganz, also ist N(w) durch w teilbar. 
Nun ist aber N(w)=N,(w)-e, wo e als Quotient zweier primitiven 
Funktionen eine Einheit ist, also ist N,(w) mit N(w) assoziiert, d. h. 
N,(®) durch N(w), also auch durch w teilbar. Zu jedem ganzen Funk- 
tional w gibt es also“ganze rationale Zahlen, die durch w teilbar sind. 


g 2. 


Ist uns ein ganzes Funktional w gegeben, das die Variable x, aber 
nicht die Variable 2 enthält, so bleibt offenbar w ganz, wenn wir in w 
überall die Variable x durch die neue Variable i ersetzen. Diese einfache 
Bemerkung gestattet den Beweis folgenden Satzes**): 

Satz 1. Ein Funktional wt’+ wt”"+...+w,, in dem die w, 
Funktionale sind, die die Variable t nicht enthalten, ist dann und nur dann 
ganz, wenn alle w, ganz sınd. 

Beweis: Wenn alle w, ganz sind, so ist natürlich p(t) = wyt’ +: +w, 
ganz, da p(t) durch Addition und Multiplikation aus ganzen Funktionalen 
zusammengesetzt ist. Es sei nun umgekehrt p(t) ganz. Daß dann alle w, 
ganz sind, folgt so: Seien #’,”’,...£” nicht in @,, ®,,... w, vorkommende 
Variable, dann ist auch p(!’), p(t’’),... ganz. Also ist 

Hr +w—=plt)= 


Das sind r+ 1 Gleichungen für die Unbekannten w,, w,,...o,. Die 


r 


Determinante dieses Systems ist das Differenzenprodukt der Variablen 


*) A., S. 580. 
**) Vgl. A., S.590. Weber benutzt zum Beweise den Hauptsatz der Theorie, 
daß jedes ganze Funktional eindeutig in Primfunktionale zerlegbar ist. 
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t,t',...t”, also als Produkt primitiver Funktionen eine Einheit e. Daraus 
folgt, da sich w,e als Summe von Produkten ganzer Funktionale ergibt, 
daß w, selbst ein ganzes Funktional ist. 

Wenn ein Funktional 9 gegeben ist, das einer Gleichung mit ratio- 
nalen Funktionalen als Koeffizienten genügt, so ist es durch Multiplika- 
tion mit einer rationalen Zahl möglich, diese Gleichung auf die Form 
Aut” + A,l"T+...+ A„= 0 zu bringen, wo die A, ganze rationale (von 
t freie) Funktionale sind und die Zahlen A, ‚A, ,... 4, den größten 
gemeinsamen Teiler 1 haben. 

Satz II: Sind A,, Aı,... A„ ganze rationale Funktionale, t eine 
nicht in ihnen vorkommende Variable und (Ay, Aı ,... A„n)= 1, dann 
ist Aut" + A,t”!+ ...+ A, eine Einheit. 

Beweis: A," + ++ A,„= w ist ein ganzes rationales Funktional, 


. ade: A (v L A 4 A, 
0 = eine positive ganze Zahl, daher ıst Ss . "+ Mit ecH+ = 
( d ( 


ganz. Also ist nach dem ersten Satze dieses Paragraphen für «= 0,1,... m 
nn . A; . . . 
das Funktional „ ein ganzes rationales Funktional, d.h. A, durch a 


teilbar; da aber die |A,| nach Voraussetzung teilerfremd sind, folgt a=1, 
d.h.» ist eine Einheit. — Ist in der Gleichung A,{"+ +++ 4„=0, der 3 
genügt, A, eine Einheit, so ist 9 ganz; ist aber A,„ eine Einheit, so ist 


1 \ n 
y ganz. Wir beweisen nun den 


Satz III: Ist $ irgend ein Funktional, u eine nicht in $ vor- 
kommende Variable, so ist 7” - ein ganzes Funktional. 


Beweis: Die Gleichung, der 9 genügt, sei Agt” + A,!""+ + +4,=0. 

Hierin seien die A, ganze rationale Funktionale, deren absolute Beträge 

teilerfremd sind. Sei « eine nicht in den A,, also auch nicht in 9 vor- 

kommende Variable, so setze man $=u+w. Man ordne dann die 

Gleichung A,(u+ ©)” + ..-+ A„= 0 nach Potenzen von w. Wir erhalten: 
4" + o"(muA,+ A) +++ (Au”+ Aut + A4,)=0. 

Hier sind alle Koeffizienten ganz und nach dem letzten Satz das 


von w freie Glied eine Einheit, also ist Bin „- , ganz. Folglich ist auch 
- us 


1 ne 1 i 
„_, ganz für jedes 9; daher ist auch y.g ein ganzes Funktional. 
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Aus diesem Satze nun folgt: 

Satz IV: Sind 0,,0,@%,...a, ganze Funktionale, in denen die 
Variablen x, , %, %y, ... %, nicht vorkommen, so ht do = a, + ++ a,z, 
die beiden Eigenschaften: 1. d ist durch jeden gemeinsamen Teiler der «, 
teilbar. 2. d st selbst ein gemeinsamer Teiler der «,. 

Jedem mit Jd‘ assoziierten Funktional kommen dieselben Eigen- 
schaften zu. Daher nennt man d und jedes zu d assoziierte Funktional 
größten gemeinsamen Teder der «,. 

Beweis: Da d eine Linearform der «, ist, so ist die erste Be- 


ö- Ciki 


hauptung selbstverständlich. Man setze - —= 9; dann enthält 9, die 


a; 


Variable x, nicht, da x, weder in d—«,z, noch in «, vorkommt. Also ist 


nach III das Funktional - - 
rm 


An diesen Satz schließt sich nun die Definition der tederfremden 
Funktionale und der Primfunktionale ın bekannter Weise an*). Und dann 
beweist man genau wie in der Theorie der rationalen Zahlen den Satz, 
daß jedes ganze Funktional eindeutig in endlich viele Primfaktoren zerlegbar 
ist („‚eindeutig‘‘ bedeutet dabei eben, daß assoziierte Primfaktoren als nicht 
verschieden angesehen werden) **). 

Rechne ich assoziierte Teiler eines Funktionals als nicht verschieden, 
so folgt aus der eindeutigen Zerlegung in Primfaktoren, daß jedes ganze 
Funktional nur endlich viele Teiler hat. Und hieraus folgt 

Satz V: Ein Funktional & geht in ein assozüertes über, wenn die 
Variablen anders bezeichnet werden ***). 

Beweis: Man braucht den Satz nur für ganze «@ zu beweisen, da 
jedes gebrochene Funktional ein Quotient zweier ganzen Funktionale ist. 
Es sei « ganz. Die positive ganze rationale Zahl N,(«) ist durch « teilbar. 





— 5 ganz. Damit ist IV bewiesen. 


Das Funktional u ist ganz und bleibt ganz, wenn die Variablen, die 


ja nur im Nenner « auftreten, anders bezeichnet werden. Da ich die 
Bezeichnung auf beliebig viele Arten ändern kann, N ,(«) aber nur endlich 
viele Teiler hat, so folgt, daß bei dieser Änderung der Bezeichnung der 
Nenner nur in assozilerte Funktionale übergeht. Durch Kombination dieses 
Satzes mit Satz I erhält man 


*) A.,S. 583. **) A.,S. 586f. **) A., S. 598. 
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Satz VI: Sind «,,a,,...«, ganze Funktionale, die die Variable y 
nicht enthalten, so ist ayy’ + a,y—"-++..+ «, der größte gemeinsame Teiler 
der «;. 

Beweis: Es sei y’ eine von y verschiedene und nicht in den «, vor- 
kommende Variable; dann ist d = p(y)= «Yy’-+ +++ e, nach Satz V mit 
ö’= Yp(y’) assoziiert und d’:d daher eine Einheit. d’:d ist nun eine ganze 
Funktion von y’ und als Einheit ein ganzes Funktional. Nach Satz | 
sind also alle Koeffizienten «,:d ganz. Also ist d ein gemeinsamer Teiler 
aller @, und ist somit der größte gemeinsame Teiler, da d ja wegen seiner 
Form offensichtlich durch jeden anderen gemeinsamen Teiler der «, teil- 
bar ist. 

Dieser Satz liefert nun sofort den folgenden 


Satz VII: Sind P,,Pa,-..P, irgend welche ganzen oder gebrochenen 
| 1 


Funktionale, die die Variable y nicht enthalten, so vst TEwRT z 
+, re} 


ein ganzes Funktional. 

Für rationale £, ist das eine Folgerung aus Il. Satz VII geht 
für r=1 in Satz III über und kann auch rückwärts zum Beweise von VI 
verwendet werden. 


83. 


Die Eindeutigkeit der Zerlegung jedes ganzen Funktionals in Prim- 
funktionale stützt sich wesentlich auf die Darstellung des größten gemein- 
samen Teilers durch eine Linearform. Und diese letzte Tatsache ist eine 
fast triviale Folgerung aus III. Für die Theorie ist also Satz III (oder 
auch die Verallgemeinerung VII) von fundamentaler Bedeutung. Bevor 
wir nun das eigentliche Wesen dieser beiden Sätze näher beleuchten, mögen 
noch einige Bemerkungen hier ihren Platz finden. 


1. Der Satz III ıst äquivalent dem Satz: Es ist stets = ; ganz, 


falls « eine nicht in 3 vorkommende Variable ist. Dem Satze VII ent- 

spricht das Resultat: Enthalten die Funktionale A,, f};,-../,_, die Vari- 
i 1 

able y nicht, so ist REN ER ER E| 
2. Sind A, ßı,..., ganze Funktionale, die y nicht enthalten, so 

ist Ay'+ Ay" +++ P, ganz Ist /, oder ?, eine Einheit, so folgt 

nach VII, daß auch der reziproke Wert von Ay’ + ++ P, ganz ist; also 


ein ganzes Funktional. 
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igt dann %,4’+ +++ £, eine Einheit. Diese Tatsache folgt direkt aus der 
Betrachtung von N (%,y’+ »--+ /,) unter Heranziehung von Satz II. 

Wir sprechen nun folgenden Satz aus: 

Satz VIII: Es seien «,,&,,...a, ganze Funktionale, 9 irgend ein 
Funktional und u eine in O&y,@y,:..@,;5% micht vorkommende Variable. Es 
werde G(u)= au" + au" +...+e, gesetzt. Ist dann G($) ein ganzes 

(u) 


Funktional, so hat der Quotient ag nach Ausführung der Division ganze 


Koeffizienten. Das tritt insbesondere stets dann ein, wenn 3 eine Wurzel 
der Gleichung G(u)=0 vst. 
Beweis: Es sind G(w) und @(Y) nach Voraussetzung ganz, also 


auch @(u)— @(9). Weiter ist nach Satz III auch —— ganz und daher 
ist auch (@ (u) 9). Yage en ein ganzes Funktional. Dieses 
Funktional hat aber die Form &wW"+/9,u”"+ +. + P,_ 1, wo die ß, die 
Variable u nicht enthalten. Also sind die 5, nach Satz I ganz. 

Damit ist aus Satz III jener Satz gewonnen, der für den Fall, in 
dem &;0%13:..%,% Zahlen sind, von Hurwitz zuerst für die Idealtheorie 
nutzbar gemacht worden ist. Wegen der Bedeutung dieses Satzes, aus 
dem übrigens umgekehrt Satz III folgt, und der daher mit Satz III ägui- 
valent ist, teilen wir für ihn außer dem obigen Beweis noch zwei weitere 
Beweise mit, deren ersten man E. Steinitz verdankt. Ich bemerke dazu, 
daß ein Funktional 9 ganz ist, wenn es die Wurzel einer Gleichung 
“+ a W"+ ee. +0,=0 ist, in der die «, ganz sind; genügt 9 aber einer 
Gleichung &wW +@wW"+ +++ 0,=0, in der die Koeffizienten «, ganz 
sind, so ist 0,9 ganz*). 

Es genüge also das Funktional $ der Gleichung @(9) = 
FT + RI +r.+@,=0, in der die «, ganz sind; dann geht die Divi- 
sion von @(u) durch (u—9) auf und es ist zu zeigen, daß die ganze rationale 


Funktion . ganze Koeffizienten hat. 


Beweis 1 (Steinitz): Ist @ (u) vom Grade 1, dann ist G (u): (u — 9) = o, 
eine ganze Zahl, der Satz also bewiesen. Es sei der Satz bereits für 
jede Funktion des Grades 1,2,...r—1 als richtig erkannt. Es ist 


*) A., S. 577. 
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identisch @ (u) = uw "(u— 9) +@,_,(u). Hier ist @,_,(w) eine Funktion, 
deren Grad kleiner als r ist; da «, und a,9 ganz sind, so hat @, ‚(w) 
= @(u) — u "(u— 9) ganze Koeffizienten und außerdem ist @,_, (9) = 0. 
Nach Annahme ist daher @, ‚(u) = (u — 9)(yu” + +++, ,), wo die y, 
ganze Funktionale sind. Also hat auch @(u):(u— 4) = „u!+y,u" ” 
+ +++ Y,_. ganze Koeffizienten. 

Beweis 2: Es sei @ (u) : (u—- 9) = gu" + &8wW””+...+ 8, ,. Dann 
ist 9= 0a, ganzund, —,=49e, ‚ fürs=1,2,...r—lund «= —%9:_,. 


Die Gleichung, der = genügt, hat als höchsten Koeffizienten «,, also ist 


+. = =—e_, ganz. 9% genügt also der Gleichung 
FF +. +0,.,19— IE, =0 
oder, da 3 +0 ist, 
+ Nr. +0,59 —(E 1 —0, ,)=0. 
Diese Gleichung (r — 1)-ten Grades hat ganze Koeffizienten, und es 
ist —— = e,_ , ganz. Setzt man jetzt für <, ,—«, , den Wert :, ,9 


ein und dividiert dann wieder durch 9, so erschließt man &,_, als ganz usw. 
Dieser Satz liefert in Verbindung mit Satz II sofort Satz III. 
Beweis: Es sei 9 ein Funktional. Eine der Gleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten, der 9 genügt, sei @ (u) = A,W + A,u' +... +4, =0, 
wo wir die A, als ganze rationale Funktionale annehmen dürfen, die teiler- 
fremde absolute Beträge haben und die Variable « nicht enthalten. Dann 


hat also ganze Koeffizienten und ist daher ein ganzes Funktional 
| ER TE TE FE | 
p(u). Nach Satz II ıst @(w) eine Einheit, also ist - ya yw) 
auch ganz. — 
Aus Satz VII folgt 
Satz IX: Es seien @,,&,...a„ ganze, A},Ps,...P, irgend welche 


Funktionale, die sämtlich die Variable u nicht enthalten. Ist die ganze 
Funktion G(u) = &u” + +-:+ a, dann ohne Rest durch die ganze Funktion 
g(u)=w+ P,u "+ ...+ P, teilbar, so hat die ganze Funktion @(u):g (u) 
ganze Koeffizienten. 

Beweis: G (u): g(u) = @ (u) 


Bi; h 
"Z ist nach VII ein ganzes Funktional, 
das in bezug auf u eine ganze Funktion ist und nach Satz I daher ganze 
Funktionale als Koeffizienten hat. 
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Für den Fall, daß g(ü%) im Funktionalkörper total zerfällt, d. h. 
daß g(u) = (u— 9) (u — 9%) +: (u — 9,) ist, wo 9,,...%, Funktionale unseres 
Körpers sind, folgt IX sofort durch wiederholte Anwendung von VIII. 
Da g(w) aber nicht immer zerfällt, ist ein von VII unabhängiger Beweis 
des Satzes IX nicht unmittelbar aus VIII zu entnehmen. Dieser Fall ist 
indessen ohne Benutzung von Satz VII durch Äronecker, Dedekind und 
' Hurwitz*) sichergestellt. Aus Satz IX folgt nun umgekehrt sofort Satz VII. 





Beweis: Für jedes Funktional w ist stets vn eine Einheit. Also 
ist die in bezug auf u ganze Funktion Y(u) = am als Einheit ein 


ganzes Funktional und hat somit nach Satz I ganze Koeffizienten. Aus 
der Definition von p(u) folgt, daß Y(u):g(w) eine ganze Funktion von 
u ist, die nach IX ganze Koeffizienten hat, da p(w) solche besitzt. Somit 
ist p(u):g(w) ein ganzes Funktional und daher auch 1:g(w), da Y(u) 
eine Einheit ist. — Die beiden Sätze VII und IX sind also äquivalent. 


*) Kronecker, Sitzungsber. d. K. preuß. Akademie, Berlin, 1883, S. 957 ; Dedekind, 
Mitteilungen der deutschen mathem. Ges. in Prag. 1892; Hurwitz, Nachrichten d. K. 
Ges. d. Wiss., Göttingen, 1895. (Über einen Fundamentalsatz ete.) Ferner vgl. König, 
Einl. in die allgemeine Theorie der algebr. Größen. 1903, S. 74ff. 


u 











Reihenentwicklungen und Konvergenzunter- 
suchungen betreffend die Schapirasche Iteration. 


Von Herrn Ludwig v. David in Klausenburg. 


Einleitung. 


In Bd. 135 dieses Journals*) habe ich mich unter dem Titel ‚Zur 
Theorie der Schapiraschen Iteration“ mit dem folgenden algebraischen 
Algorithmus beschäftigt: 

Es seien "a, ,"a,,... "a, beliebig gegebene komplexe Zahlen und 
es sei die unendliche Matrix: 

ai TR 3 
U. 


FERN a nase. u ad 
9a,, Pa,,... Pa, 


von der Beschaffenheit, daß die Identitäten in bezug auf x 
RE u ONE TE UL Pkes  N 


= (7 — Oa,) (2 — 9a.) »»- (2 — ®a,) 6=0,1,2,...) 
gelten sollen, wobei (n), = ( n). 


Die Elemente der Matrix mögen also der algebraischen Iteration 


! u. | 
(3.) 6rDar — (n) _ 9a, Na, | Ya,, (» =1,2,.. m; i=0, 1,8, R . 
/v y 


genügen, wo die Summation im Sinne von (2.) auf sämtliche Systeme 
YısPg....7, und nur auf solche auszudehnen ist, welche aus den Ele- 
menten 1,2,...n ohne Wiederholung zu bilden sind und die von ein- 


*), 5, 6274. 
37* 
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ander nicht nur in der Reihenfolge ihrer Elemente sich unterscheiden. 
Unter dem Summationszeichen gibt es daher (n), Glieder v-ter Dimension. 

An der erwähnten Stelle*) habe ich nachgewiesen, daß die Grenz- 
werte lim®a, bei beliebiger, nur der Gleichung (3.) entsprechenden Wahl 


i=® 


der Wurzeln existieren und daß 
(4.) lim ®a, = lim ®a, = +: = lim Ma, 


Abgesehen von dem Falle, daß unter den a,**) die Null (n — 1)-mal 
vorkommt, wird in der Tat die Matrix (1.) durch die Anfangselemente a, 
nicht eindeutig bestimmt, wegen der aus (3.) sich ergebenden Wurzel- 
zeichen. Daher ist der sub (4.) definierte Limes eine mehrdeutige Funktion 
der Elemente a,. Ich verwende für sie die (von Gauß im Falle n = 2 
benutzte) Bezeichnung M(a,,a,,...a,). Einige ihrer Eigenschaften findet 
man a. a. O. Wir erwähnen hier die folgenden: 

0) M (a,,a,,...a,)| < Max. (la, ‚a, ‚...|a,). 

P) M ıst eine symmetrische, homogene Funktion vom ersten Grade 
ihrer Elemente. 

y) Bei beliebig gegebenen a, kann der Forderung M= 0 durch ge- 
eignete Wahl der Wurzelzeichen genügt werden. 

Wir können hier noch hinzufügen ***): 

0) Die zu gegebenen a,,a,,...a, gehörigen Werte M(a,,@a,,...a,) bilden 
eine im allgemeinen unendliche Menge. Abgesehen von Fällen, wo 
diese Menge endlich ist, ist die Nullstelle Häufungsstelle von ihr. — 
Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen. 

Im ersten Teile weise ich nach, daß nicht nur ein Vorwärtsschreiten 
längs der Matrix (1.) zum gemeinsamen Limes führt, sondern, daß ein 
Grenzwert auch angenähert wird, wenn die Matrix (1.) irgendwo abge- 
brochen und der Algorithmus mit n, im übrigen beliebigen Elementen der 
abgebrochenen endlichen Matrix fortgesetzt, die neue Matrix wieder irgendwo 
abgebrochen wird, usw. 


*) 8. 65—71. 
**) [ch will im folgenden statt ®a, einfach a, setzen. 
**), Wir formulieren den Satz nur zum Zwecke einer allgemeinen Orientierung. 
Vgl. im übrigen einen demnächst in den „Math. u. Naturwissensch. Berichten aus 
Ungarn“ erscheinenden Aufsatz des Autors: Sur une application des fonctions modu- 
laires a la th@orie de la moyenne arithmetico-geomötrique. 
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Der Inhalt dieses Teiles gehört wohl zu der in der Überschrift 
angedeuteten Konvergenzuntersuchung, hängt aber mit den weiteren Teilen 
dieser Arbeit nicht zusammen. Ich befasse mich mit dieser sprungweisen 
Iteration, da neuerdings Fräulein L. Tonelli*) mit dem in (4.) ausge- 
drückten Resultat meiner Arbeit sich beschäftigt hat und nachweist, daß (4.) 
bei einer durch sie eingeführten merkwürdigen Verallgemeinerung des Algo- 
rithmus (3.) bestehen bleibt. Ich glaube, daß neben der Tonellischen so 
weitgehenden Verallgemeinerung auch dieser, durch die sprungweise Ite- 
ration geleisteten, ein Interesse zukommt, namentlich in Hinblick auf die 
algebraische Bedeutung der Schapiraschen Iteration, worauf ich im Laufe 
meiner Arbeit noch zurückkomme. 

Im zweiten Teile wird die Annäherung an M (a, ,‚a,,...«a,) unter der 
Voraussetzung untersucht, daß die a, Potenzreihen von p Variabeln 


21,2g9....2, sind. Es wird nachgewiesen, daß M selbst eine Potenzreihe 


p 
von 2,,2g,...2, ist, und es wird ein einfaches Gesetz für die Herleitung 
der Koeffizienten von M aus den Koeffizienten der ®a,(2,,22,...2,) ange- 
geben. Daselbst beschäftige ich mich auch mit den Inversen dieser Potenz- 
reihen, wobei sich entsprechende einfache Gesetzmäßigkeiten herausstellen. 
Im dritten Teide werden die zu den formellen Ergebnissen des 
zweiten Teiles gehörigen Konvergenzuntersuchungen in Angriff genommen 
und in gewissem Sinne durchgeführt. Bei.dieser Untersuchung spielt die 
Frage der absolut kleinsten Wurzel gewisser Potenzreihen die entscheidende 
Rolle, und mit den erlangten Resultaten läßt sich ein von Gauß und 
später von Herrn v. Mangoldt behandelter Fall mit einem Schlage er- 
ledigen **). 
I. Konvergenz bei der sprungweisen Iteration. 


1. Denken wir uns die Matrix (1.) der Einleitung bei der (?, + 1)-ten 
Zeile abgebrochen. Wir wählen irgendwie n Elemente aus dem ni- 
gliedrigen Schema: 


*) Atti della Reale Accad. dei Lincei, XIX, 1° Semestr. (1910) p. 676—681. 
Giorn. di matemat. di Battaglini, XLVII, (1910) p. 341—373. 

**) Einige Resultate dieser Arbeit sind in den Berichten der III. Klasse der 
Ungarischen Akademie d. Wissenschaften (in ung. Sprache) 1909, 1911 veröffent- 
licht worden. 
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(og, 6, 9 

das also entstand, indem die erste Zeile der Matrix fortgelassen wurde. 
Die ausgewählten Elemente mögen %b,,®b,,...‘%, heißen. Wir lassen 
auch die Möglichkeit zu, daß dasselbe Element unter den b, mehrfach 
vorkommt. 

Ausgehend von den Elementen ®b,, wenden wir den Algorithmus 
(3.) an und brechen die hervorgehende Matrix bei ihrer (ti, + 1)-ten Zeile 
ab. Lassen wir auch aus ihr die erste Zeile fort, so entsteht 


2, Wb,,... ®b, 


I 
aus ihr werden mit derselben Freiheit n Elemente "ec, ,Mec,....”c, aus- 
gewählt. Diese sollen Anlaß zur Bildung einer Matrix von + 1 Zeilen 
geben; usw. Die unendliche Folge der ganzen positiven Zahlen 
TEE TR 
kann beliebig gewählt werden. 
Wir schreiben zum Zwecke besserer Übersicht 
a,=a,,%, = ad), M, = a®,... (v=1,2,...n) 
Die Matrix der sukzessive ausgewählten Elemente ist 
Bu; , he 
od aD... 


(1.) a aD,...a® 


Die in der Einleitung angekündigte Verallgemeinerung von (4.) be- 
steht nun in dem Nachweise, daß die Grenzwerte lim «® existieren und daß 


i=® 


(2.) lim « = lim a = ... = lim o®. 


Nimmt man immer die Elemente der ersten Zeile in den sukzes- 
siven endlichen Matrizen, so wird die Matrix (1.) zur Matrix (1.) der Ein- 
leitung. Auch hier ist freilich der Grenzwert (2.) eine mehrdeutige Funk- 
tion der a,. Außerdem hängt er von der Art, wie die Elemente sukzes- 
sive herausgegriffen werden, ab. 
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Der Beweis kann wie folgt geführt werden. 
2. Durch Übergang zu den absoluten Werten erhält man aus (3.) 


der Einleitung 


(+ Yar et 1 
v 


Da die (n),-gliedrige rechte Seite homogen von der v-ten Dimen- 


>; 0a, 9a, u. 8 @=1,2,...n;i=0,1,2,...) 


sion ist, hat man 
Max. “+"g, | < Max. 9a, . (v=1,2,...n) 


Infolge dieser Ungleichung existiert 
lim Max. ®a, . 


Aus der Bedeutung der «“ folgt, daß auch für sie 
(3.) Max. |o@+D <T Max. |a® 
ist, und daß daher 
_(4.) lim Max. o® —r 
existiert. en 


Ist r=0, so ist (2.) evident. 
Nun sei r>0. Ich zeige zunächst, daß die lim «© existieren 


i=® 
und daß 
(5.) lim | o® = lim e® = ...= lim «® . 
i=® i=o i=o 
3. Wir setzen 
Max. a —: M,, Min. aM = m, (vae1,2,...n) 


und unterscheiden zwei Fälle. 

a) Es existiert eine Größe I so, daß 

m,>r, 

wenn nur ı >]. 

In diesem Falle folgt aus 

M>MıZmn2r >]I) 

mit Rücksicht auf (4.) unmittelbar (5.). 

b) Es existiert keine Größe /, d.h. es gibt bei beliebig gegebenem 


] ein :, wofür 
m, <r und :>]1. 


In diesem Falle würde (5.) nur dann nicht bestehen, wenn es eine 
positive, von ? unabhängige Größe o gibt, für welche 
(6.) m, <r—o 
ist, wenigstens für ein <—>J/, wo I beliebig vorgeschrieben wurde. Dieser 
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Fall kommt jedoch in Wirklichkeit nicht vor, wie aus dem folgenden her- 
vorgeht. 
4. Denken wir uns die Matrix hingeschrieben, deren erste Zeile 
, a od... aM 
ist. Ist nun 


PRESS ACH ReR] 
(n) » Zr ei 


das absolut größte Glied der zweiten Zeile dieser Matrix (oder eines der 
absolut gleichgroßen Glieder), so hat man nach (3.) 


Alb. un | 
Mı<azZman... 


(N), 


Auf der rechten Seite separiere ich die Glieder, in denen m, vor- 


kommt. Ich schreibe kurz 
1 


M;;ı (n), (m, Z& „4 =). 
Setzt man in dieser Ungleichung M, für jedes « , so hat man a fortiori 
Mi. < „;lmin — 1), Mr + (n— 1), Mi). 


Hieraus folgt durch einfache Rechnung 
nM;,, <vrm,M;i "+ (n — v)M7. 
Nun bedeute © eben den Index, für welchen (6.) besteht. Da nun 
m,<r—e<M,—o 
ist, so folgt 
voM <n(M: — M;,,)- 
Aus der Identität 
M; — M2.1 = (M,; — M,..)(M3"+ M7T”M,.ı+ + MT) 
folgt, da M, > M,., Ist, 
M; — M{., <vMi7(M,—M,,,). 
Somit ist 
veMi"<nvM(M,—M,,.). 
Infolge der am Ende von 2. gemachten Voraussetzung ist r >0, 
also da M,>r ist, auch M,>0. Folglich ist 
o <n(M, — M,;,), oder 


(7.) M—-Mı>%. 


Die Ungleichung (7.) ist also eine Folge von (6... Nun besteht (6.) 
für unendlichviele z (da I beliebig), andererseits hätte man aus (3.) und (4.) 























» 
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M,>M,>-->M,>-. ın nf. >r. 
Demnach sind wir aber gemäß (7.) zu dem Widerspruch gelangt, 
daß für den k-ten der Bedingung (6.) genügenden Wert :, 


M. <r ist, wo > ("2") +1, 


ee — 
und wo E(x) in bekannter Weise die in x enthaltene größte ganze Zahl be- 
deutet. Die Ungleichung (6.) ist also unmöglich, und damit ist (5.) in 


allen Fällen bewiesen. 
5. Daß auch die Grenzwerte lim arc «“ existieren und der Gleichung 


= 
(8.) lim arc «a = lim are «&$ = ».- = lım are «! 


i= © i=» i=»® 
genügen, wenn z. B. 
0 < arc oe <2n 
genommen wird, daß also (5.) zu (2.) ergänzt werden kann, können wir 
jetzt in einigen Zeilen beweisen. 


Ist < hinreichend groß, so kommen nicht nur die « der Matrix *) 


(#) (ü (#) 
0] 5) 1027 so.» &, 
MH), (),® (1),.@) 
0] 5) (to yo. &, 
(d),d A), Ay) 
122 , 09 are Ön 


in beliebige Nähe des r, sondern (ihren absoluten Werten nach) auch alle 
Elemente der Matrixzeilen, aus denen die «*' herausgegriffen wurden. 
Sogar: wenn die o-te die letzte Zeile derjenigen ist, aus welchen «,"*? 
herausgegriffen wurde, so gilt von sämtlichen Elementen der o ersten 
Zeilen dieselbe Behauptung. 

Auf Grund dieser Überlegung kann der Beweis von (8.) ohne wei- 
teres in derselben Weise geführt werden, wie ich in meiner erwähnten 
Arbeit**) den Beweis der analogen Gleichungen geliefert habe. 

Hiermit haben wir: 

Satz I. Die sprungweise algebraische Iteration führt zu gemeinsamen 


Grenzwerten. 
II. Reihenentwicklungen. 


1. In diesem Teile verfahren wir rein formell. Konvergenzunter- 
suchungen werden im III. Teile folgen. 


*) Der linke Index bezieht sich auf die Iteration gemäß (3.) der Einleitung 
und A =%.ı. 
*) S. 69—71. 
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Wir wenden uns jetzt zum Algorithmus (3.) d. h. zur Matrix (1.) 
der Einleitung und untersuchen den Fall, wo die a, Potenzreihen sind. 
Der besseren Übersicht wegen betrachten wir zunächst den Fall gewöhn- 
licher Potenzreihen einer Variabeln. 

Es sei also in einer Umgebung von 2= 0 


a,=4a,(2)=w+ 0,240, +. ve1,2,..n) 
Wir setzen also voraus, daß 
(1.) a, (0) = @,(0)= = a,(0) = w. 
Des weiteren sei noch 
(2.) +0. 


Die erste dieser Einschränkungen werden wir später fortlassen. 

Unser Algorithmus ergibt für ®a,(z), folglich auch für ®a,(z) ge- 
wöhnliche Potenzreihen, als deren Anfangsglied w, gewählt werden kann. 
Durch diese Wahl wollen wir unseren Algorithmus zu einem eindeutigen 
machen. 

Bezeichnen wir in ®a,(z) den Koeffizienten von z* mit a“, so 


haben wir folgenden 


Satz II. Is 
a,2)= w+ 0,124 0,27? + :-- (=1,2,...n) 


und &, +0, so werden ın den Potenzreihen 

9a,(2),*+9a,(2),... 
die ersten «+ 1 entsprechenden Koeffizienten, unabhängig von v, einander 
gleich und zwar wird 


(3.) Oa,(2)= + (an +0, +++ n)2 + a, + or. .+ 00) 2? +. 


1 E “ 
+ — (0; )ı af: DL. .+ a D)z + SE 7 HL... 


n 
D.h. es ist: 
(4) ++), 
wenn nur >k. Formell besteht also die Gleichung 
(5.) lim ®a, (2) = lim ®a, (2) = +» = lim ®a,(z) = u(z), wo 


(6.) u(2)=w+ = (&ı + &ıt + a) + I (a4 le er Ira Fe re 
2. Der Beweis wird durch vollständige Induktion geliefert. Nach 


unserem Algorıthmus ist 
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(n), a} (z) ni (n),wo + (n er 1),_ un“ (@,, + Oo - ... )2 + ‘ws, d. h. 
u“ (2) Er w; 7 N we, T @&sı ++ 1)? + +. 


Andererseits ist 
Dlk)=wi +twtodz+. 


Mit Rücksicht auf (2.) haben wir daher, daß in der Tat, unabhängig von », 
any = a (At kt + An). 


Mithin sind in den "«a,(z) die zwei ersten entsprechenden Koeffi- 
zienten dieselben. Wir setzen nun voraus, daß in den ®«a,(z) schon die 
ö-+ 1 ersten entsprechenden Koeffizienten einander gleich sind und zwar, 
laut Satz II, arithmetische Mittel, also: 

Oa,(2)= Al) + aM, '+ 


wo, at IE von vr, 
Ak@)=w,+ - (a, +0, ++ +0,)2+ + (a DL’ r.. +), 


Dann hat man, wie zuvor, nur daß A(z) für o, und : für «=0 zu 
setzen Ist, 


(n), Da; (2)= (n), A’ (2) + (mn — 1), Ale) et, 
d.h. | 
“Da, (2)= 4’(2) + „A (2) (at), tat 


Da A(z) nicht ‚dentisch verschwindet (z. B. ist A(0)= w,+:0), erhält 
man 


7 / 
Da,(2)= Al2)+ (ir + ante t)ttee, 


womit der Satz bewiesen ist. 
Wir schreiben «(z) noch in einer anderen Form hin, indem wir in 


üblicher Weise 
ee Va, 2) - de 2 
det /,_ 
setzen und dadurch 
” dWa,(0) 1 EOa(0) ,, 1 O0), 

1) ut ED, RN RO... 
erhalten, wo g9,r,s,t,... unabhängig von einander die Werte 1,2,...n 
haben. 

3. Der Satz II kann unmittelbar übertragen werden auf den Fall, 


daß die Anfangsglieder der a,(z) dieselben positiven oder negativen ganz- 
38* 
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zahligen Potenzen von 2 enthalten, vorausgesetzt nur, daß die Anfangs- 
koeffizienten bei allen «,(z) denselben, von Null verschiedenen Wert haben. 

In diesem Falle gibt es nämlich eine positive oder negative ganze 
Zahl k derart, daß die «,(z)2* Potenzreihen von der vorhin betrachteten 
Art sind. Infolge der Homogeneität des Algorithmus lassen sich die für 
«,(2z)2* geltenden Resultate auch auf die a,(z) selbst anwenden. 

Sind in den a,(z) die Anfangskoeffizienten zwar von Null verschie- 
den, aber nicht einander gleich, so besteht der Satz II noch mit der ent- 
sprechenden Modifikation. 

Es sei z.B. », +0 und 

a,(2)= w, - 12 +05 + ..., v=1,2,...n) 

Nehmen wir jetzt die Matrix (1.) der Einleitung, gebildet mit den 
Anfangselementen w,,@3,...@,. Wir haben zufolge der Mehrdeutigkeit 
des Algorithmus im allgemeinen mehrere solche Matrizen, eine von ihnen sei 


w; Ws, 7 
Vi, ,diw,,...Pw, 


Dann wird es unter den für ®a,(z) sich ergebenden Potenzreihen 
eine solche geben, deren absolutes Glied ®w, ist, d.h. 
Oa,(z) = Mw, + **. 
Ist aber « hinreichend groß, so werden die Anfangskoeffizienten von 
9a,(2), 9a ;(2),... (=1,2,...n) 
in beliebige Nähe des unter (4.) der Einleitung angegebenen Grenz- 


wertes 
lim ®w, = lim ®w, = - = lim !w, = M (w, ,@,,...@,) 


rücken. 
Ist also einerseits das Anfangssystem w,,w,,...w,, andrerseits das 
System "o,, 9w,,...9w, (i=1,2,3,...) so gewählt, daß 


M (0,,@,,...0,) 40, 


so besteht der Satz II «n limite mit leicht ausführbarer Modifikation. 
4. Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem die a, Potenzreihen 


der Variabeln 2,,2,,...2, sind. 





IV 
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Es seien in einer gewissen Umgebung von = %3,= + —2,-0 die 
Potenzreihen 


0,(24,2,:.-2,)= Zn n..r, 22, + 2iP W=1,2,...n) 


konvergent. Wir ordnen diese Potenzreihen nach steigenden Potenzen von 
einer Variabeln, z. B. von z2,.. Sind die ‚absoluten‘‘ Glieder dieser Potenz- 
reihen (die selbst Potenzreihen der Variabeln z,,...z, sind) einander 
gleich*), so läßt sich der Satz II unmittelbar anwenden. Wir finden, daß 


von v unabhängig 


Va, __.1/0a, | da, Od, Di 
Gr Bi m\dz, r d2, oe Sa Er Dune 


ist. Entsprechend dieser Relation erhalten wir die „Koeffizienten“ von 2; 
in ®a, aus den betreffenden ‚Koeffizienten‘ von ®a,, und so weiter. 
Es entsteht nach Multiplikation mit k!, das Analogon von (4.), nämlich: 


(8 N ok ()y ) 1 ok Da, rt ok = 
" n .k u n .k ee nk (va1,2,...n: n=1,2,...7) 
02, z,=0 “ 02 O2, z,=0 


re 


r 


wenn nur i > k und 


4, (21,223 ++. 2p)z,=0 = Ag(21 5, 295 ++. 2p),,=0 = = nl21 3 223 +. 2,)2,=0> 
(9.) (a=1,2,...p) 
a,(0,0,...0)=%(0,0,...0)= +--=a,(0,0,...0)+0 
ıst. Es existiert auch hier eine Grenzpotenzreihe M (2,,22,...2,). welche eine 
ähnliche Konstruktion wie (6.) hat. 

5. Wir kehren der Einfachheit halber zu dem in 1. und 2. be: 
handelten Falle zurück, in welchem die «a, gewöhnliche Potenzreihen einer 
Variabeln sind. Wir wollen uns mit den I/nversen dieser Potenzreihen be- 
fassen. Es stellt sich heraus, daß ein dem Satz II analoger Satz gilt; 
die Annäherung an die Grenze für lm «= w geschieht auch hier durch 
arithmetische Mittel. 

Es gilt der folgende 

Satz III. Ist 


a,(2)=w, + &,,2+ 0,2 + ..., (va1,2,...9) 


(10.) tg te tet, 


so werden in den Umkehrungen der Potenzreihen "”a,(z)(i =1,2,3,...) die 


*) d. h. identisch. 
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ersten ı entsprechenden Koeffizienten, unabhängig von v, untereinander gleich 
und zwar, wenn wir 


Bi 


= 
= > (Pa, — 0) + > u a ee W,)” + oe. (=1,2,...n) 


setzen, so wird 


(11) z= N 1 Bir + Pop + + Pag 5 
ER . (a, — wo)? + 
1 Hr HD R 
r N | ari (Pa, Ef w,) + 01 (", — 0)" + ... 


wo=2#!—1l. D.h. es m 
(12.) Pir= _ 2 (BE + Pat + Am) 
wenn nur ı > k*). 
6. Der Beweis beruht auf der folgenden Bemerkung: Ist 
y=-/!d)=-htrhztkite- 
in einer Umgebung von z= 0 konvergent, so ist, wie bekannt, 


1 ; 
— 1, (Y — ),) + ... 
konvergent in einer Umgebung von y=4,, wenn nur 4, +0. 


Die Koeffizienten dieser Umkehrfunktion ergeben sich durch suk- 


zessive Differenziation von 
dz 1 


ay Fe 
wenn man daselbst y = 4,, 2=0 setzt. 
Beachtet man, daß 
RE FI a mu e 1 
dy? Fe? Fl? dyr de \ayui/fee)’ 
so hat man durch vollständige Induktion, daß 


1 ei } SALE f 
(13.)  Koeff. (y — 4)" = i'm (ByldısAgsene Am) 4 Am Baldızdgsee Anı)), 
wo R,, R, Polynome ihrer Argumente sind und 
Om = 201 +1 9m]. (m=2,3,...) 
Die independente Darstellung von o, ergibt sich aus 

B3 Yimm On 

m=2 
als 

Ye 9’ — 1. 


| *) Die Gleichung (12.) bleibt richtig, wenn wir, etwas weniger ausführlich. 
Koeff. (®a, -—- w,)* = B® schreiben. 
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Laut Satz II sind in den Reihen ®a,(z), “*Pa,(z),... die ersten 
+ 1 entsprechenden Koeffizienten einander gleich. Ist andererseits © —> 0, 
so ist der Koeffizient von z' | 


1 
„(ut at ++ au) > —. 


Daher ist ®a,(z2) für > 0 umkehrbar, sobald nur « + 0, und zwar 


sind mit Rücksicht auf (13.) in den Reihen 


N x 
z= 2 (Ma, — w,) + ... (v=1,2,...n) 


die ersten ? entsprechenden Koeffizienten einander gleich. 
Die Inversen von ®a,(z) und ®a,(z) sind, da 


u,3 
Mal) + tztar.. 


vi. (2) = 0 ” 


von folgender Form: 


SR SR 


1 
1 1) | 1)\ „2 
er tet 


n n° . 
.-— (Pa, — ,) — r (++ + ad)(Pa, — m)” + -- 


Der Koeffizient von (®a, — w,)” ist also das arithmetische Mittel 
der Koeffizienten von (a, — w,)” , (a, — ©)”, ... (Pa, — m,)*. 

Man zeigt mit vollständiger Induktion auf Grund von (4.) und 
(13.), daß das gleiche auch allgemein gilt. 

7. Bevor wir zu den Konvergenzuntersuchungen übergehen, sei es 
erlaubt einige Bemerkungen bezüglich der Potenzreihen mehrerer Ver- 
änderlicher in 4. zu machen. 

Ist n=2, so hat man*) 

a, = M (a,,Q,)ı(2ı)» 


G, = M (a,,a;)Ys(2,), 
wenn Nur 


(14.) 4. +0, %& +0, + +0, W—%r0. 
Also steht statt einer der p=2 Variabeln z. B. statt 2, einer der 
Werte von M(a,,a,), und zwar hängen a,,a, von dieser Variabeln linear 
homogen ab. 


*) Vgl. v. David, Theorie des Gaußschen verallg. u. speziell. arithmet.-geometr. 
Mittels. Math. u. Naturwissensch. Berichte aus Ungarn, XXV (1907), S. 153 ff. 
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Die Potenzreihen y, (2,) und %,(2,) aber sind nichts anderes als die 
Quadrate der Jacobischen Funktionen 
Iulw) =1+ 2gq +24‘ + 2g’ + ++, 
Ialo) = 1-29 +22 +--, 
wo 
ov=2, qgeeim. (e<ı. 

Es ist eine Frage von eminenter Wichtigkeit, ob es für ein be- 
liebiges n eine analoge Darstellung gibt, mit anderen Worten, ob sich 
die @,,@s,...a,, wenn sie den den Ungleichungen (14.) entsprechenden 
Bedingungen*) genügen, in der Form 

0, = Mia, , &,..:0,)@, (2, 22; +: &—) w=1,2,...n) 
darstellen lassen. 

Andererseits führt die Transformation zweiter Ordnung der 9,,(0), 
I, (w) zu den Zahlen "a, ®a,, d.h. zu 

"a, =M (a,,a,) 9% (2w), 

a, = M (a, ,a,) I(2w). 
Könnten wir das Analogon dieser Transformation finden, so könnten 
wir, ın Hinblick auf die Identität (2.) der Einleitung, Wurzeln und 
„Koeffizienten‘ einer algebraischen Gleichung unziformisvert darstellen, und 
in diesen Darstellungen wäre eine der uniformisierenden Variabeln eben 
2, = M(a,,Q,,...a,). Durch diese Darstellung wäre der Unterschied des 
Überganges von den Wurzeln zu den Koeffizienten, und von den Koeffi- 
zienten zu den Wurzeln derselbe wie der Unterschied der Anwendung 


einer Transformation und ihrer Inversen. 


III. Konvergenzuntersuchungen. 
l. Wir gehen endlich an die Untersuchung der Konvergenz der 
Reihen von II. Wir beschränken uns auf den Fall, wo a,=a,(z) ge- 
wöhnliche Potenzreihen einer Variabeln sind. 


Es ıst 
®a,(z) = lim (ee) + a®2 + :..+ a2). W=1.2....n:i=0,1,2,..) 
k=o 


Laut Satz II ist 0“, von v» unabhängig, wenn nur «>k. Setzen 


wir also 
k) _ k+1l)._ R Bi 
= 0% ee a0 — W,. 


so wird 
*, Vgl. Teil Ill. 5. 





v. David, Reihenentwicklungen bei der Schapiraschen Iteration. 291 


u(2) = lim («+ &2 +: + 2). 


k=o 


Es sei e,(%= oe) der kleinste der Konvergenzradien der Reihen 
9%a,(2), 9a,(2),... 9a,(2), 


wie sie ın II. 1. eindeutig festgelegt wurden. 


Da 
“24, (2)= Y 29a, (2) %a,(2)--9a,,(@), 
\ v i 
so werden die “*"a,(z) auf dem Kreise 
(1.) 2 <min(0,,|0,) 
konvergieren, wo 0, die absolut kleinste Wurzel der Potenzreihen 
=%a, (2) 9a,,(z) «9a, (2) v=1,2,...n) 


ist. Wir haben, infolge von 
HD(0)=w,+0, 
(2.) 10,1 >0. 
Es fragt sich jetzt, für welche Werte von z konvergiert u(z) und 
gibt einen Wert, der durch unseren Algorithmus, ausgehend von a,(z), 
A,(2),...a,(2) angenähert wird, d.h. für den 
u(z) = M(a,(2),% (2), ...4,(2))? 
Diese Frage läuft auf die Unabhängigkeit eines doppelten Limes von 
der Reihenfolge der einzelnen Grenzübergänge hinaus: wann wird, so 


fragen wir, 
(3.) lim lim («+ o®z+ ...+ a)z*) = lim lim (ed) + a2 +... + a 2*) 
. imo k=w k=o i=o 

sein*) ? 


2. Im Fallen = 2 (d. h. für das Gaußsche arithmetisch-geometrische 
Mittel) können wir für «(z) in einfacher Weise einen Konvergenzbereich 
angeben. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgendes Hilfstheorem: 

„Sind «a,,a, zwei Zahlen, für welche 


(4.) +0, +0, u +,+0, u — +0, 
dann ist bei beliebigem « wieder 
5.) 9a,+0, 9M,+0, Pa,+9a, +0, 9a, — 9a, +0. 


*) Hierzu genügt es natürlich nicht, wenn wir z.B. nachweisen, daß & > r>0 
ist für ein festes z, wenn nur I. Herr J. Pal hatte die Freundlichkeit mir ent- 
sprechende Gegenbeispiele mitzuteilen. Zu diesen Gegenbeispielen gelangt man durch 
Algorithmen, bei welchen eine der Ungleichung (7.) entsprechende Eigenschaft nicht 


existiert. 
Journal für Mathematik. Bd. 140. Heft 4. 39 
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In der Tat, da 


2m =, +, Mai aa, 
so hat man infolge (4.): 
2,+0, 9, +0. 
Da weiter 
0a 4 0m 1 Va 
so hat man laut (4.) 
Da, +9, +0, da -— 9, +0. 
Man folgert in derselben Weise die Ungleichungen (5.) für :=2,3,..» 
Auf Grund des bewiesenen Hilfssatzes haben wir: 
Satz IV. Sind 
a,(2), a,(2), a,(2) + a, (2), a,(2) — a, (2) 


für 
0<j2<;t 
von Null verschieden, so ist u(z) auf dem Kreise 
(6.) 'z < min (0,£) 


konvergent und 
u(2) = M(a, (2), a,(2)). 

In der Tat erfüllen a,(z),a,(z) in jedem Punkte des letzgenannten 
Kreises (mit Ausnahme von z2=0) die Bedingungen (4.); daselbst wer- 
den also ®a,(z2), ®a,(2) nicht nur konvergieren, sondern sie erfüllen ihrer- 
seits ebenfalls die Bedingungen (5.); usw. 

Wir haben noch nachzuweisen, daß die formell gebildete Reihe selbst 

u@ß)= u +m2 +, +++ 
konvergiert und den Grenzwert des auf a,(2),a,(2) angewandten Algo- 
rithmus, d. h. einen Wert von M(a,(z),a,(z)), darstellt. 

Es sei M® der größte Wert von |®a,(z) , ®a,(2)| auf der Peripherie 
des Kreises 

2|=r, 0<r<min(e,{). 
Nach der Cauchyschen Abschätzung der Koeffizienten ist 
MI <MMT. 
Die in I. 2. angewandte Ungleichung 
Max|“*Da,| < Max "a, ve1,2,...n) 
gibt 
(7 ) MD Me M® “= M®M. 


| Es ist also 
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(8.) ai < MI, 
oder, da o,= «,, wenn nur i >k, 
(9.) a < Mr. 


Mithin konvergiert 
uz)= 0, +2 ++... +, +. 
auf dem Kreise z/<{r, und da 
5 az — 5 0,2, <2M" s Er 
k=0 k=0 ” k=i+1, 7 
(wo i beliebig ist), so führt der Algorithmus zu dem Werte von «(z), d.h. 
es besteht die Gleichung (3.). 
3. Als Beispiel für die Anwendung von Satz IV erwähne ich, daß 
Gauß*) für den Fall 
a(2)=1+2, &2)=1—2 
die Grenzpotenzreihe 1/«(z2) angegeben hat. Ihre Konvergenz wurde dann 
durch Herrn v. Mangoldt**) nachgewiesen. 
Unser Satz liefert mit einem Schlage, daß, da 


0=—x, C=1 


ist, u(z) auf dem Kreise z2| << 1 konvergiert, und da w(z) daselbst von 
Null verschieden ist, konvergiert ebendaselbst auch 1/u(z2). 

4. Die folgende Bemerkung ist vielleicht nicht ohne Interesse. Die 
Zahlen a,,a,,...a, lassen sich auch rückwärts iterieren, d.h. man kann 


Zahlen 


—1 —1 —i 
angeben, für welche 


= ZN, Zi ® Da, . v=1,2,...n) 


1 
(N), 
Diese sind die Wurzeln der Gleichung 

— (na Hr + 1-0. 

Durch Weiterführung erhält man allgemein 


a (d=1,2,3,...) 


Bei jedem Schritt bekommt man n! Systeme "a, "az, ... "Pay. 
nämlich die Wurzel-Systeme der Gleichungen 


*) Werke, III, S. 366 ff. 
**, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 20, (1875), S. 302—309. 


39* 
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I — 0) ae 3 ei as 7 ap ie ec (— 1)" in =(, 
WO 71,fg5,... 7, eine Permutation von 1,2,...n ist. 

Es gelten die Behauptungen, daß die folgenden Relationen (10.) 
und (11.), jede für sich allein, mit (4.), also mit (5.), äquivalent sind: 

(10.) +0, MM +0, MM E00; 
(11.) ar, TE EI EEE 

Infolge dieser Äquivalenzen kann man dem Satze IV zwei weitere 
Formen geben. 

5. Die Begründung des Satzes IV auf Grund unseres Hilissatzes 
läßt leicht erkennen, daß der springende Punkt im Beweise die folgende 
Tatsache ist: die Nullstellen der ®a,(z) häufen sich nicht gegen den Null- 
punkt hin. Diese ist an die unendlich vielen Bedingungen 

Oa,(z) 0 (i=0,1,2,... in inf.) 
für |2|<& gebunden. 

Diese unendlich vielen Bedingungen wurden oben für den Fall n = 2 
durch eine endliche Anzahl von Bedingungen ersetzt, und zwar durch 
folgende: 

@(2) #0, (2) +0, le) +al2) +0, al) — ale) +0, 
wenn nur 
a 0< 2 <5L 
1st. 

Da auch für den Fall n>2 die den Ungleichungen (7.), (8.) und 
(9.) entsprechenden Ungleichungen gelten, so können wir den allgemeinen 
Fall, n>2, in ganz analoger Weise, wie folgt, behandeln. 

Erstens nehmen wir eine einfache Reduktion vor. Mit Rücksicht 


nämlıch auf 
Dan — (i "Da, I, ER ae, 7 


folgt, wofern noch @,,@,,...a, von Null verschieden sind, daß, wenn in 


der Matrix 
da, h) de yo U, 


Yq,,®a,,... Da 


| das erste verschwindende Glied in der i-ten Zeile vorkommt, dieses nicht 


®a, sein kann. Weiterhin werden 
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Hg = I ==, 


Für unsere Zwecke genügt es daher, für die Anfangselemente a, ,@,,... 


- 


a, eine endliche Anzahl von Bedingungen festzustellen, durch welche 


da, :0. ((=0,1,2,... in inf.) 


Jetzt wollen wir in a,,a,,....a, rationale Bedingungen für das Nicht- 
verschwinden der ®a, geben. Zunächst erhalten wir hierfür algebraische 
Bedingungen. 

In der Gleichung 

Dar ED ED ED, 
können "a, durch 9a, , ""9a,, ... "a, ausgedrückt werden usw., wodurch 
wir zu einer algebraischen Darstellung von ®«a, in a,,4,,...a, gelangen. 

Schafft man die Wurzelzeichen aus dieser Darstellung fort, so ge- 
langt man zu der Gleichung niedrigsten Grades*), der sämtliche ®a, (bei 
fixem ?) genügen, 

(12.) Oda#i +... +0Pz+09=0. 
Die Koeffizienten dieser Gleichung sind symmetrische, rationale ganze 
Funktionen von a,,4g,...a,, mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Damit nun ®«a, +0 sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
09 +0 (09 = 6,) (i=0,1,2,... in inf.) 
ist. Dies sind die gemeinten rationalen Bedingungen. 

Existiert eine endliche Anzahl von Bedingungen der erwähnten Art, 

so existiert ein k= k(n), für das aus dem Nichtverschwinden von 
(13.) 09,09, 0 
das Nichtverschwinden der weiteren C® (=k+1, k+2,...) folgt, und 


man hat den dem Satze IV analogen 


Satz V. Sind 
c9 09,,.. 0® 


für 
0<|j2|<{ 
von Null verschieden, so ist u(2) auf dem Kreise 
(14.) z < min (o,&) 


konvergent und 
u(z) = M(a,(2),@,(2),...a,(2)). 


*) Siehe Abel, Oeuvres II. (1881), p. 217, $ 2. 
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Im Falle n=2 ist k=4 und die zu (13.) gehörigen Gleichungen 
lauten (wenn a, statt a,(z) geschrieben wird) 
%=0, 4,=0, +’ %=0, 
(a + 9) (1 — a)’ = 0. 
Die weiteren C® enthalten keine anderen wesentlichen Faktoren 


(15.) 


(vergl. (4.) und Satz IV) als 
di, Ay, At, A —M. 
Die nähere Untersuchung der Gleichungen (12.) und der Gleichungen 
0" = 0 muß ich mir für eine spätere Gelegenheit vorbehalten. 











Einladung 


zum 
V. Internationalen Mathematiker-Kongreß 
in Cambridge, 1912. 


Das Organisationskomitee hat die Ehre zur Teilnahme an dem fünften inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresse einzuladen, der 


in Cambridge vom 22. bis zum 28. August 1912 


stattfinden soll. Wie bekannt, fanden die früheren Kongresse in Zürich (1897). 
Paris (1900), Heidelberg (1904) und Rom (1908) statt; bei dieser letzten Versamm- 
lung wurde Cambridge zum Sitze des nächsten Kongresses gewählt. 

Unser Komitee hat den Kongreß unter die Leitung eines internationalen 
Komitees gestellt und wird sein möglichstes tun, damit der Kongreß der hervor- 
ragenden Gelehrten, die an ihm teilnehmen, würdig ausfalle und der Wissenschaft 
gute Dienste leiste. 

Die von der vom Kongreß in Rom ernannten Internationalen Mathematischen 
Unterrichtskommission veranlaßten Berichte und Mitteilungen werden in Empfang 
senommen werden und ohne Zweifel zu wichtigen Erörterungen führen. 

Wir haben uns bemüht, eine Reihe von Vorträgen zu veranstalten, die eine 
Anschauung des gegenwärtigen Standes der mathematischen Wissenschaften und deren 
Anwendungen zu geben bestimmt sind. Zy unserer Freude können wir mitteilen. 
daß die Herren E. Borel, E. W. Brown, A. Kneser, E. @. H. Landau, J. Larmor, Sir 
W. White, diesen Absichten freundlich entgegenkommend, sich bereit erklärt haben, 
in den Vollsitzungen Vorträge über Themata zu halten, die später angekündigt 
werden sollen. 

In einem weiteren Zirkular werden wir das genaue Programm des Kongresses 
und alles auf den Empfang der Teilnehmer Bezügliche zur Kenntnis bringen. 

Wir beschränken uns heute darauf, die allgemeine Aufmerksamkeit auf den 
Kongreß. der im August 1912 gehalten werden soll, zu lenken. 

Der Kongreß wird aus vier Sektionen bestehen: 

I. Arithmetik, Algebra, Analysis. 

Il. Geometrie. 
III. Mechanik, Mathematische Physik, Angewandte Mathematik. 
IV. Philosophische, historische und didaktische Fragen. 

Jeder, der die £1 betragende Einschreibegebühr bezahlt, darf am Kongreß 
teilnehmen und erhält den Band der Verhandlungen. Die Familienmitglieder der Teil- 
nehmer am Kongresse haben die Einschreibegebühr von 12s. zu bezahlen, sind aber 
nieht zum Empfang des Bandes der Verhandlungen berechtigt. 

Kassenwart des Kongresses ist 
Prof. Sir J. Larmor, St. John’s College, Cambridge (England). 
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Für alle auf den Kongreß bezüglichen Auskünfte wende man sich an den 
(reneralsekretär des Organisationskomitees 
Prof. E. W. Hobson, Christ's College, Cambridge (England). 
Das Organisationskomitee: 
@. H. Darwin, Präsident, E. W. Hobson, 
J. Larmor, Kassenwart, A. E. H. Love, 
H. F. Baker, A. Berry. 


Generalsekretäre, 


Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
für das Jahr 1913. 


Eine gegebene Ellipse wird durch die Methode der reziproken Radien in ein 
gewisses Oval verwandelt. Und eine von diesem Oval umgrenzte homogene materielle 
ebene Fläche wird, unter Zugrundelegung der Theorie des logarithmischen Potentials, 
was ihre Einwirkung auf äußere Punkte anbelangt, ersetzbar sein durch eine von 
zwei Massenpunkten begrenzte materielle Linie. 

Es dürfte nun wohl von Interesse sein, diesen von ©. Neumann in den Abh. 
d. Kgl. Ges. d. Wiss. im Jahre 1909 aufgestellten Satz zu übertragen auf die Theorie 
des Newtonschen Potentials. Die Gesellschaft stellt daher folgende Frage: 

Wie lautet, in der Theorie des Newionschen Potentials, 
für das durch die Methode der reziproken Radien aus dem Ellip- 
soid entstehende Ovaloid derjenige Satz, der jenem ©. Neumann- 
schen Satze analog ist? 

Die Gesellschaft wünscht, daß diese Frage, wenn auch nicht im allgemeinen, 
so doch für irgendeinen speziellen Fall beantwortet werden möchte, so z. B. für den 
Fall, daß das gegebene Ellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, und überdies das Zentrum 
der (nach der Methode der reziproken Radien auszuführenden) Transformation im 
Mittelpunkt des Ellipsoides liegt. 

Einlieferung bis zum 31. Oktober 1913; Preis 1500 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wenn nicht die Ge- 
sellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern Sprache ge- 
stattet, in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen 
einseitig geschrieben und paginiert, ferner mit einem Motto versehen und von einem 
versiegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Außenseite das Motto der 
Arbeit trägt. inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angibt. Jede Be- 
werbungsschrift muß auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an 
welche die Arbeit für den Fall, daß sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzu- 
senden ist. Die Einsendungen sind an den derz. Sekretär. der Gesellschaft zu richten. 
Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im März des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungs- 
schriften werden Eigentum der Gesellschaft. 
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L. v. Grosschmid in Budapest. 


Über die explizite Darstellung aller rationalen Lösungen einer qua- 
dratischen binomischen Kongruenz mit Hilfe der Idealfaktoren 
des Modulus 


S. Gundelfinger. 7 


Drei Briefe von €, F. Gauß an Joh. von Müller . 

Über die Kennzeichen, welche die Lage eines Punktes in bezug auf 
ein Tetraeder unter Zugrundelegung allgemeiner projektiver Koor- 

. dinaten entscheiden . N 

Über ein algebraisches Theorem 


A. Haar ın Göttingen. 
— und D. König in Budapest, Über einfach geordnete Mengen . 


E. Haentzschel ın Berlin. 
Über eine von Hermite herrührende Substitution zur Reduktion des 
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J. N. Hazzidakis in Athen. 
Über die Kräfte, die Kegelschnitte als Bahnen hervorrufen 


R. Heger in Dresden. 


Zur Geometrie auf der Kugel 


E. Hellinger in Marburg a. d. L. 


Neue Begründung der Theorie quadratischer Formen von unendlich- 
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K. Hensel in Marburg a. d. L. 
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G. Hessenberg in Breslau. 
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Berichtigung hierzu . 


G. Hettner in Berlin. 


Die Gleichung der Schwarzschen Minimalfläche in ihrem Zusammen- 
hange mit den hyperelliptischen Thetafunktionen . 
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140. 


139. 


135. 


133. 
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J. Horn in Darmstadt. 


Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage 

Über die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differential- 
gleichungen . 

Über das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und Differential- 
gleichungen für große Werte der Veränderlichen 


V’olterrasche Integralgleichungen und Summengleichungen. Erster Teil: 


Zur Theorie der Singularitäten Volterrascher Integralgleichungen . 


Volterrasche, Integralgleichungen und Summengleichungen. Zweiter 
Teil: Über die Lösungen gewisser Summengleichungen und ihr 
asymptotisches Verhalten . 


A. Hurwitz in Zürich. 
Über die Kongruenz ar” + by* + cz = 0) (mod. p) 


E. Jacobsthal in Berlın. 


Über die Darstellung der Primzahlen der Form 4” +1 als Summe 
zweier (Juadrate 
Zur Theorie der Funktionale 


E. Jahnke ın Berlin. 


Über orthogonale Substitutionen und die Differentialrelationen zwischen 
den Thetafunktionen von zwei Argumenten . 


St. Jolles in Berlin-Halensee. 
Primäre und sekundäre polare Räume einer linearen Strahlenkongruenz 


H. W. E. Jung in Hamburg. 


Darstellung der Funktionen eines algebraischen Körpers zweier unab- 
hängigen Veränderlichen ®, y in der Umgebung einer Stelle 
a=a,y=b ei 

Kurvenscharen in einer Ebene . 

Über den kleinsten Kreis, der eine ebene Figur einschließt 

Zur Theorie der Kurvenscharen auf einer algebraischen Fläche . 

uber die Cremonasche Transformation der Ebene 


F. Klein in Göttingen. 


Berichtigung betr. die Auflösung der Ikosaedergleichung durch Sasanger 
Modulfunktionen. (Zu der Arbeit in Bd. 129). I 


J. Knoblauch ım Berlin. 
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H. Kober in Breslau. 


Beiträge zur Behandlung spezieller Variationsprobleme; Untersuchung 
konjugierter kinetischer Brennpunkte 


P. Koebe in Leipzig. 


Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 
Das allgemeine Uniformisierungsprinzip 

Über die Uniformisierung beliebiger analytischer "Kurven. 
Teil: Die zentralen Uniformisierungsprobleme 


Erster Teil: 


Zweiter 


D. König in Budapest. 


— und A. Haar in Göttingen, Über einfach geordnete Mengen . 


L. Koenigsberger in Heidelberg. 
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Gleichungen der Dynamik . 
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Verallgemeinerung eines Satzes von G@udermann über sphärische, ein- 
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Elementar-geometrische Ableitung der Additionstheoreme der elliptischen 
Funktionen . 


C. Kostka in Insterburg. 


Bemerkungen über symmetrische Funktionen . 
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G. Landsberg in Kiel. 


Bemerkungen zur Theorie der algebraischen Kurven 
Über Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion . 
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Die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln in einem 
zu ihrer Zentrallinie symmetrischen elektrostatischen Felde 


L. Lichtenstein in Berlin. 
Über die konforme Abbildung ebener analytischer Gebiete mit Ecken 


M. Mandl in Laibach. 


Über die Zerlegung von Funktionen mehrerer Variabeln in irreduktible 
Faktoren . 


A. Meder in Riga. 


Analytische Untersuchung singulärer Punkte von Raumkurven . 
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F. Mertens in Wien. 
Über zyklische Gleichungen . 


W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 


Über kürzeste Abstände und einen verallgemeinerten Krümmungsbegriff 


in der Theorie der Raumkurven und Flächen . 


G. A. Miller in Urbana (Ill.) 


Note on the equation s,s,=s3s7,s, and s, being operators of a 
finite group. 


D. Mirimanoff ın Genf. 


Sur le dernier theor&me de Fermat . 


Ch. Müntz ın Lodz. 


Zum Randwertproblem der DEREN Differentialgleichung der Mini- 
malflächen 


C. Neumann in Leipzig. 


Über einige Reihen-Entwicklungen, 
funktionen fortschreiten . 


die nach Produkten von Kugel- 


E. R. Neumann in Marburg a. d.L. 
Über eine neue Reduktionsmethode bei hydrodynamischen Problemen 


R. Neuendorff m Kiel. 
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Über einen Satz des Herrn Poincard. . . 
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L. Schlesinger in Gießen. 
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K. Schwering in Köln. 


Anwendung der elliptischen Funktionen auf eine geometrische Aufgabe 131. 25— 39 


F. Steinbacher in Friedrichshagen bei Berlin. 
Abelsche Körper als Kreisteilungskörper. . » » 2 2 2.2.2.....139 85—100 


E. Steinitz in Breslau. 
Algebraische Theorie der Körper . . » . 2 2 2 22 2.200...137%. 167-309 


C. Stephanos in Athen. 


Sur les forces donnant lieu a des trajectoires coniques. . » . . . 131. 136—151 
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Über simultane lineare Differentialgleichungen 

Über eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
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Die Hauptsätze 


der Elementar-Mathematik 


von DR. F. G. MEHLER 
bearbeitet von A. SCHULTE-TIGGES 


Direktor des Realgymnasiums zu Cassel 


erscheinen in folgenden Ausgaben und Teilen: 


Ausgabe A. Stammbuch, Vollausgabe. 


26. Auflage. Gebunden 2.40 Mark 





Ergänzungsheft, enthaltend diejenigen Teile des Stammbuchs Ausgabe A, welche stark verändert 
sind oder in den früheren Auflagen fehlen. Geheftet 40 Pfennig 


Ausgabe B. Neue Ausgabe vollständig in 4 Bändchen. 





Unterstufe. Gebunden 2 Mark 
Oberstufe (in drei Bändchen) 


I. Synthetische Geometrie der Kegelschnitte in engster Verbindung mit neuerer und dar- 
stellender Geometrie. Gebunden 1.50 Mark 


II. Arithmetik, Trigonometrie, Stereometrie. Gebunden 1.50 Mark 


III. Funktionale Geometrie (Graphische Darstellung von Funktionen, Analytische Geometrie der 
Ebene, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung). Gebunden 1.50 Mark 


Zeitschrift für das Gymnasialwesen. 1908 Heft 2/3: Der Kampf um die Existenz in der 
Schulbücherliteratur zwingt auch altbewährte Bücher, den Forderungen der Zeit Rechnung zu 
tragen und sich Umänderungen anzubequemen, die größer sind als die von Auflage zu Auflage 
vorgenommenen Verbesserungen einzelner Stellen. Auch Mehlers Werk ist dem Schicksal nicht 
entgangen. Freilich, was hier vorliegt, ist eigentlich ein neues Buch; denn die Disziplinen der 
Schulmathematik, die es enthält, fehlten in dem „alten“ Mehler bis auf den ersten Abschnitt ganz. 
Dieser, der die Lehren von harmonischen Punkten und Strahlen, Kreispolaren, Transversalen, 
Ähnlichkeitspunkten und die Apollonische Berührungsaufgabe enthält, ist ziemlich unverändert 
herübergekommen. Neu aber sind der zweite und dritte Abschnitt. Der zweite bringt die Grund- 
züge der darstellenden Geometrie. Der dritte Abschnitt bringt in vier Kapiteln die Grundzüge 
der synthetischen Geometrie der Kegelschnitte, indem sie einmal als geometrische Orte, dann als 
Kegelschnitte, darauf als Zentralprojektionen des Kreises, endlich als Erzeugnisse projektiver Ge- 
bilde betrachtet werden. Der Lehrgang, der damit geboten wird, ist nach den Erfahrungen 
des Berichterstatters sehr geeignet, die Schüler lebhaft für den Gegenstand zu erwärmen 
und ihre Aufmerksamkeit dauernd zu fesseln. Die Darstellung in ihrer Kürze, Klarheit 
und Folgerichtigkeit zeigt den Meister der Lehrkunst. Ein besonders hervorzuhebender 
Vorzug des Buches sind die Figuren, die in tadelloser Korrektheit, meistens auf besonderen 
Tafeln, und in großer Zahl, teilweise in mehreren Farben, ihm beigegeben sind. Es mag eine 
Freude sein, nach diesem Werkchen unterrichten zu können. 














